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分 析 的 一 个 重要 组 成 部 和 分. M P. Montei pi IE 
族 ， 它 便 与 函数 取 值 的 问题 紧密 地 联系 在 一 和 起， 以 
后 的 发 展 也 是 如 此 . EEEE EH, Baw 
市 论 常常 起 着 关键 的 作用 ， 

正规 旋 也 是 复 分 析 里 的 一 个 有 力 工 具 . Him 
80 年 代 初 开始 十 分 活路 并且 正 在 芋 勒 发 展 的 复 动 力 
系统 ， 就 以 正规 族 作 为 一 个 极其 基本 的 概念 . 

法 国 著名 数学 家 太 ， Bloch YERE: WEF 
平面 上 的 一 个 全 纯 《 或 亚 纯 ) MEME KE AS 
化 为 一 常 闭 ， 则 在 区 域内 一 族 全 纯 ( 或 亚 纯 } 函 数 一 
致 地 满足 谈 条 件 时 应 该 是 一 正规 族 ， 人 简章 地 说 ， 即 
相应 于 一 Liouville-Picard A 定理 ， 改 有 一 正规 
定 则 。 人们 常常 条 和 恒 这 条 Bloch 法 则 从 已 知 的 
Liouville-Picard28 zz Z8 35$ M ruv IEEE X. di 
得 高 兴 的 是 以 往 所 预言 的 关于 证 规定 网 的 问题 ， 近 
年 来 都 相继 得 到 解决 与 证 实 ， 人们 进一步 发 现 对 于 
一 个 正规 定 则 ， 还 往往 相应 地 育 在 一 条 彩 状 方向. 
在 这 方面 也 已 寥 现 了 很 多 研究 上 成果， 
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。 碳 永 兴 数 提 多 年 从 事 正规 族 理论 及 相关 问题 的 


研究 ， 成 果 侣 著 .特别 地 ， 他 对 亚 纯 函数 证 实 了 Mi 
randa ÆR MERRE. tipe, 
他 主要 论述 了 全 纯 函 数 与 亚 纯 函数 的 正规 族 理论 ， 
同时 对 函数 值 分 布 论 ,奇异 方向 等 作 了 扼要 的 论述 ， 
ERBAS, WEFR, EE aau REE. 
WENEH, ex us A. 
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1588#11H 


BH v LR ET M Ao. “ÉD Li— LIÉE E 
FAE-SRSE ONE GLO ， 这 惑 是 点 集 的 列 
Kp, 45h MAR S RO EE 4E 7A. Ad 
$1, P. Montel 5| sb T TAGMA. ww HA X 
FENHA HE ME, A HA] M A È d 
o BCEGEdEGkGEG3U 5) AE AE M. “HE {f} 
^7 RKGRDÉA—44i1id Ek. HN FH PA Hx) 在 
DAH f(2)æ0,1, M {f(2)} ADAEM, " 
4 PRE RE 5 E ux cde ox e EE 9 EE LE 3 de 45 
FR o] SEX X T ARE, Nevanlinna 5 jeij X 
+7 ERAR HARASA, AR M Nevanlinna 
对本 定理 二 新 证 明了 上 述 正 规定 则 后 不 久 ，C. 

Miranda 24 A Nevanlinna- 7 P. Montel 
Hi FERMER. CU 4f(2}} 为 区 域 卫 内 一 全 纯 
cé, HAT GP OECMIOOARDSqggfox0, 

fcz, Mk {f(x)} AD MER” A IA 
为 Miranda z XJ, jx ép RuEGUAGCded 
数 族 的 正规 性 与 函数 的 导 函 数 的 取 值 问题 联系 了 起 
来 ， 有 从 而 开 竹 了 正规 荐 理论 的 新 竟 研 究 领 域 ， 近 年 
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来 ， 自 从 作者 把 Miranda 正规 定 则 Jr 2) Eh 
A ak e HE. XT Et d dk IE ME RES EE, 
fed HH MU IRSK. XD B x ub, À XE 353 3E $6 GE 
EC 3k 69 EM ZA Hayman 猜想 已 会 部 被 证 
实 ，、 其 中 趟 少 是 我 国 数 学 工作 者 的 成 采 . 

正 召 族 理 论 内 容 丰 窗 ， 本 书 四 着 重 介绍 正 燥 定 则 
的 研究 ， 其 中 包含 了 有 ja7man 提 出 的 关于 正规 定 划 
fh i85 4 dien, Re RI EA #Nevanlinnami 
的 基本 内 容 ， X —xdgbiRdeghd&ckd)gÉ x, 
&4- T Montel, Miranda Æ ẹ G, Valiron, à 
Jp RÉ fo fe AT T VG GEM, ibm T35X*4 
85 E HL NI, X, — 34H98 3E UE Heo 95 GE UL E NT, 
其 中 所 建立 的 正规 定 则 把 大 部 分 是 属于 我 国 数 学 工 
作者 的 工作 ， 第 四 说 研 究 对 应 于 正 旭 定 则 的 奇异 方 
向 的 存在 性 问题 ， 需 要 特 员 指出 的 是 ， 这 一 研究 领 
域 具 有 我 国 的 特色 . THASHE EME, 这 万 
面 的 成 果 都 是 近年 来 国内 教学 工作 者 的 工作 ， 

对 于 本 书 的 主要 部 分 【 即 前 三 章 〗 ， 只 要 读者 
FX DR AE PERAS od) 8) 4e DUAL NT B3. 
HP—-RÉATI HE did atit. 
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妇 本 书 部 分 内 容 的 损 写 及 本 书 宁 务 的 类 疏 ， 得 色 国 多 站 炉料 学 基业 的 裕 肋 。 
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Ri h Poisson-Jensen A, riz Nevanlinna t 
本 定 侍 时 起 着 重要 的 作用 . 

ARLI Ce) HI IZ<ROLCRE + co) PERSE BEER e E 
FER, XoEfODgEDIE|«BORLOMRO NÉE HR = 1,2, 
y À), AR ba (0 —1,2,--. D, HR REACH 
的 次 数 与 其 级 相同 ， 则 当 1z|<p 轩 。 有 


2x t 
log] KOL = y [^ loglftonm Re ( 2t- ) av 
ü 


h 一 
-$ log | 2 二 4 
A=] 


k AD 

2 o biz 

4 lo | 2 H 
之 £ p= b 


p(Z — a } 
(1.1) 
证 明 ”我 们 区 分 两 种 情形 ， 
(1) dmi =p 上 f(x) 没 有 零点 及 极点 .和 置 
FOz) ef(2) SO, (1.2) 


其 中 


2 TESE AA HE TBE 


(1.4) 
ER, FC) | RAMEMITÉÆMIZ Se EF) &0, oo, HI 
z| = p 时 ， | MEN 
Ec) = |féx)]. (1, 4) 
TE, log Fæ) EH |z|zo LAM, WH d Poisson 公式 ， 当 
|z| «pn, 


log] F(z)| = ga]. og | F(peie ) | Re( P ) de 


(1.5) 
di 3.2 , 0.2 À 1,5) 式 ， 即 得 (1,15 5X. 
(22 在 圆周 z| = p 六 zy 有 零点 或 极点 .此 于 CI. 10 À 
HARRA MAS, i KOE = 0 上 的 零点 为 pei9 pett, 
ee, (0083, 极点 为 Pei， peP, «e, peit, E NR. PE Pi, 
Par OLA pp, CR M emi! p.p. 


fiz) = (u (一 peiek) } x (IL erem] xe), 


(1.9) 
其 中 BC) ať Al ce ARMA E. AIRES 
log|eif-— 11 |- log ya rS x log ^ + log [01 
«8| < 二 ) 
(0 si i 


Hm G.D PA LBURHPBORGE Ld. SUXETPRE AD 式 当 
xpo HRZ, RES n [21<o B z=, b., Pi {E HU 
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re 使 |z|、 lal R1 IBAE T r n1, PELLE hp modu 2,7, 
- 根据 情形 (1 , 有 


?eg 


-E 
h 
D F ~ d, bu z 
n log m (X — ai) i |、 Ge by) 
(1,7) 
EER P Sr p3E HORE IE At 


log [reið — JE jp lem (0«18] x «Sec, 


即 得 (1.1〉 式 .至 此 定理 证 些 . 
当 . f(0)+0, co 时 ， 在 (1.1) sk AR ze 0 就 得 ， 


之 看 
log|f(0) | - 1. log |f(peiv) | do on 
2x) 90 - 


log P. "dy 
p zw " | ME (1.8) 
fuh (1.8) FU Jensen 公式 . 
于 面 将 Jensen AXE. AES b MES, D 
定义 1 1 i "E 


+. 00 flogx, x= 1, 
log'x = [or 0<x< d 


umi log*x » AEH. 显然 当 x> 0 时 ， logs foe: z 
. 于 是 


log!£| = log* f| ~ log*| +] a $y^ 
t.a 
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我 们 用 n0, !o 及 n(r, 户 分 别 表示 KI ener 


f 


CR) 上 的 零点 个 数 及 报 点 个 数 〈- 个 mm 级 的 零点 或 极点 算 作品 


TPAR . B 


h n 
I 
2 log 17), (log2 ) Inn " 


其 中 7 为 一 适当 小 的 正 数 ， 再 利用 分 部 积分 ， 就 育 


h p 
>: log; P. = | nG,UPD s, (1. 10) 
AI la] 6 i 
[E] 38 
k p 
D tog 0 -| BAF ge (1.15) 
zo dE Jo 4 


AE 0.9 . 1.10 X (1.11) x, Jensen 公式 (1.8 
人 可 改写 为 


1 2m + | Pnet, 
p | iog" |f (pelo) [dg pem di 


Pa : " 1 P 
E log Toss d «| OH a log] FCO) l, 
4 


(1.12) 
E (1.12) 式 中 我 们 假定 了 {00 e. ze 0% 1(z) 的 零点 
或 极点 ， 则 在 2 = OMS, À 
f(z)-0g + Car 十 《0 (1, 13) 
* 


g(x) = af), 7 E: 


NMevanlinnad3dis3 5 
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—r me mm- 


Wi gGO3 |z| «R AR EAR, H g(0) = cst, Ah 


1 1 


f f? 3 n(r,g) - n(r,f) -n(0,f), 


iu -n(r, —)- (0, 


(1.145 
1 fzx ， 1 [?7 , 
rl. log|g(peiv) |d? "x | log | fCoeiv) | de 


— slogp, (1, 15) 


s = n(0, 4) - 2(9,f). (1.16) 


MH (1.12) go, ERI (1,9) , (1,14). (1,15) 
及 (1.16) 式 ， 就 得 


2 # ü n t 
t 8(0,D logp 
od -p 
1 x 1 d^ nct, 1/D - n(0,1/P 
= — ] -一 一 一 一 : - Md 一 :一 一 一 一 -一 一 一 
ix]. "5 [f(pein) | de f t dt 
nC, log log es]. (1.17) 
这 是 Jensen 公式 的 一 般 形式 ， 它 包含 了 (1.12) x. 
定义 1.2 mer, f) = jJ Log" | f(reiv) | d, 
2 Æ n 
mG,D X moo) ,mO, T2 HE m, a), 
N (v,f) "mE die nco,flogr, 
| 0 


NOD 称 为 f(z) 的 极点 的 密 指 景 , 也 记 为 NG7,o0), Nr, 2 
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称 为 f(z) 的 4- 什 点 的 密 指 量 ， 也 证 为 NG, a). 
十 是 Jensen A (1.17) 可 写 为 


mir, PD Tt Nf) =u (rp) + NC, +) + log esl. (1.18) 
ÆEM1.3 Io, D=mir, D+ NOr, DD. 
R,Nevanlinna H TO, DNAT RJ RE UE P] Er, XX RE, Jensen 
X Xp Ei A 


Ter, D 2T G2) + log lal. (1,19) 
以 于 我 们 指出 T Cr, DJLA. AEE BR 
sho logia ei6|d0 = log‘ ja] (1.20) 


其 中 a 为 生意 -一 个 复数 ， 
SIE B, Fasi 0.20 式 显 然 成 立 . 4 yas 0， 并 考 
Boese- z, Ris d,a) 式 ， 


sli - a {7 loglgteif)|d9. Qal ze D-, 


log |a a) log| (et0)| us (erc. 
由 此 好 得 (1.20) 5k. | 
根据 (1.200 式 及 Fubini 积分 变换 定理 我们 可 给 出 
Cartanti IRSE 
ERIS CH le CR AER f(0) 5 oo, Iove 
RE, 


Tir, f) =- xi N (pa 49 iog* |f]. (1.21) 


证 明 庶 用 《1,12》 RUFI FCD - et 其 中 6 为 一 实数 使 


Nevanlinna t Em 7 
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eid 3e f(0), 得 


1 pł ; | 1 : 
5 « |. log if(reive) — eið | do = Nr, dio? — Ntr,f) 


+ log |f(0) — ei}, 
在 上 式 中 国定 Ty 并 对 e 求 积 分 ， 得 


+ Bf le 
2# À}, Fo 


— Nr, p +ga |, 1981f(0)- del do (1.22) 
2x ja 


f (rei8) — ei | ierg) N (F, ra )d8 
ü 


Hid 3.20 式 及 积分 交换 定理 ， 可 有 


1 r3x 1 2f | 
一 d8- — À, -— cie 
2x |, 95 x]. log | frei) — eie | dy 


] v2 ] r2x | 
= —— ———— — etb 
2), do logif(reiq) — etb | dë 


1 27, + 
“3x |, log* [firer] dp= mr, f), 


gyf 1og1f(0) e191d9= log Ifc. 
23 0 


将 这 二 式 代 入 《1.22)》 EP (1.21) À. 
车 z=0 为 fx 的 :级 宜 点 ， 则 应 用 0.10 式 有 


2 
PA " log frei?) — ei$] dp - Nir )-N(r, D 
n 


1. 
^f — eid 
t log jc-s|， 


其 中 ec- 0.19 式 中 的 系数 ， 
Bb: f 5x, | Dr ' 


8 让 第 画 数 的 正 舰 族 


— ——— ———————--— —— 一 一 一 一 一 一 sm ML WIR LLLENERE 


rp- 去 | e 2 ug). log | c.l . 


(1.23) 
M 30.22) E (1.289 K. RIRE mE Tr, 的 
An FHER: 
定理 1.4 oE AR AES, MI fO) W f E BON 
IO, D 为 7 的 非 减 函数 ， 且 为 fogr 的 凸 函 数 .、 | 
证 明 根据 01.22 M (1.230 式 ， 我 们 只 需 证 明 Nr. 8) 


M > i 

NT HIER e Xr, HA logr y Uo p 3r, Hdi gie = FG) - dé " 
BIERE., Niro) 的 非 减 性 是 显然 的 ， 现 让 明 NOr,2) 为 logr 
irr eS X HER r 前 三 个 人 Ya. Ti. Tas PEO ri Tire CR, 
我 们 有 


Nira, 一 人 ri ,8) = POE) TELO) à +#(0,f)log 5 
I 


Y, 


a UU D dicata f) log 7*. 


ri 


Nira P) Nr: Dnit, „Plog“ 
2 
i Ep. ur 
log”. log “2 
NCY, g) E- Č NO + -—7 NCrs,8). 
log ^ - log 3 
7 Ti 
RER NG, g) 为 logr Beh e M. 
Fi PER EU AL HS SCA IL ARR, REIRE A 
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的 多 个 性 质 ， 设 ec， ,es cs ep 为 任意 p 个 有 穷 复数 ， 则 


n - 
log* Jae: --ap| < D logt lai, (1,24) 
j= 1 


p 
log*|a, +ë, +-+ pl <D log'[a;| + log (1,25) 
j=1 
事实 上 ， 当 jelaer… apl 1H, (01.240 ARA RE. ï 
jait e ap| = ij, 


" D E 
log* |a, g, ap; = logla,a, --apl = *» logla;| « v log* lai, 
j=1 j=1 


AX (1.24) 式 同 样 成 立 ， 列 外 ， 


log*]e, ++ c ap| &«log'(C|]a; ] += + )apl? 


«log'(p: max]|a,[) 
ISP 


P 
< > log'|a;| + logp. 


Xd (1.25) 式 也 成 立 . 

从 0,24)» 5 0.2 A, 80119 

定 规 1.5 fe) G-1,o,D X BI R (IRE) 
Nb THEME, fioo G1, 5, D), M 


P 
TG, foi p) «rco (DS TLR) , (1, 26) 
$21 


Ter fir't <È TO D + loe (OT R), 
6v | 


. (1.27) 
EA 报 据 (1.24) 及 (1.25) À, 


T0 — xk SE HE ab AL 


——- ———-- 一 一 一 = 一 -= 一 一 - - 一 


I 一 -= 


D B . 
mof, efp) emo, OLR), (1,28) 
ji o, 


E 
mO,L f, tee fp) «ntf» logp (OC r—R). 


J=] 
(1,29) 
5j9ybB, H OULARTg AXE 

? 

nor fifa f D nr, fD. (1. 30) 
j-d 
p 

nC fue fuf ouf) {1,31} 
js 


H (1,28) ~ (1.310 REH (1.26) M (1.27) x. 

注 FERL S REZI O oo, MAN (r,f) 的 定 
PAZ H, 2MRDAN, (1,26) Hd 27) A FIRrT< RI AL, 

"4 G) X CHER. #4 N 


Mtr, f) = max ifia], 
ne 


Wro, D Elo Mr, DAMFRER: 
BIS 设 Hz) 在 1z1<R AA, M 


Pir, P «log? MG, f) SEHT (f) Qr p<R) . (0.32) 


=, 
- 


证 明 LA 
N(r,f) 290, T(r,Dp mint, . l . ， 
故 《1.32) 式 中 ， 前 一 个 不 等 式 显然 成 立 ， 对 于 (1. 32》 式 中 的 
后 一 个 不 等 式 ， 根 据 Poisson-Jenssn 公式 (1,2, 34([z] - rij, 


j 


a PW 一 Ci 
有 E ， T "E - ` ` + "EM hr 


Nevanlinnad 本 定理 了 1 


一 


log | f Cz) | Lf log!f(peit) | Re (LE) de 


iv -—z 


FE 。 
B p-m ë 
之 log | 97 3 " 
取 点 上 使 | 寻 =r， BIF i =Mr, f). 注意 到 


peip + DAY 
0<Re sm) «Br, 


EIUS 
log* Mtr, D = log! |f(2) | ma, f= poaa). 


81.2 Nevanlinna 第 一 基本 定理 
与 第 二 基本 定理 


在 建立 了 Jensen 公式 及 引进 了 特征 函数 后 ， 我 们 来 证 明 下 
面 的 Nevanlinna 第 -基本 定理 ， | 

ÆEMI.7 设 FX el CRGO SCR + co) 内 的 一 个 非 常数 
EAER. E a 为 任 一 有 穷 值 ， 则 当 0Cr<R 时 ， 有 


Tr, 


D = Tr, f) h(a,r), (1.33) 


其 中 
[Acao | Sllogiesl | + log 1al + log2, 
jG) Cas eat equ, un e (cs RO) 7; 


EM d Jensen AA -1.19 , À 


12 Wobpudhdn E 


一 一 一 一 一 一 一 一 -一 mm -一 一 一 


TG, f- =T, + loges («Cr R), (1.34) 


六 
525. 
imG,f-ay - mir, f)| xiog*la] + ios 2, 
Nüirf-a)y-NG,.D, 
ux 


TG,f-2)-TG,f2| Xlog'lat + log2, (1,35) 
H (1.34) 及 (1,350 式 即 得 (1.33) X. 
推论 iico HR Iz IR A TARGUS. X 
Fiz) tn, 其 中 a,b,c,d 为 常数 , H ad- bct, Hi 
Cir FT, P+O) OKAR) . 
HEHE A c0. DB FORA F(2) X 
- dP-b 


cE-—g ’ 


fe) = 


BIUR Ta LE 9 
TPST, H +O) OKAR ， (1. 36) 
事实 上 ， 


Tir, F} -T (7, 2+ 3 ) 
€ 


<log* I2 + log*| 7 - 54 ci | +T (> , E T`) 


+log2, 


青 应 用 第 一 


Nevanlinna tgm ÍJ 


4i c-0, 显然 推论 成 立 . 
下 面 我 们 再 维 出 特征 函数 1, 旋 的 两 个 性 质 . 
定理 1.3 E IOA <A REA AMAR, M 

lim T(r,f) =œ, (1,37) 


Fr 


证 明 若 F0)= eco， 出 由 N 的 定义 训 知 


lim N(r,f) = «€ oo, 
Fc 


W Ter, D NOD Bp (1.37) X. A (O0 x66, 


4& a=f(0), gtx) = , Mi g0) =, iX 


NEN m 
jíz)-a 


lim T{r,g) = oo 
Tres 


再 应 用 Nevanlinna 第 -一 基本 定理 于 g(z)， 就 知 (1. 37) 式 成 立 . 
ESI 设 fEl <e, B f(z) 为 HAN 
"t CHn3E n BEES SO. 的 充 要 条 件 是 
lim D 
证 明 ”上 先 证 条 件 是 必要 的 ， 分 三 种 情形 
(10 f(z) RARA. 这 时 /GO 为 超越 整 PE SÉ. DAD, Æ 


queen. (1,38) 


展 式 


f(z) = S anz" 
n=0 


dU J523 TURIS, RE Cauchy 不 等 式 ， 有 
lan MCr,f) (r0, n=0 1, -), 
Ho SEXES P, À 


一 -一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 


Mmi 


lim logM(r,? 
LIL 
T— oo logr 


再 在 《1.32) APE p=2r, 得 
log*M(r,f) «3T(2r,f) , 
Him up (1.38) 式 ， 
(2) f(z) 有 无 穷 多 个 极点 ， 根据 NOD EX, Sirm 


时 ， 有 
NOt DN, D- NO, fn(r, flogr, 
因此 
Hm NOD us 
F oo logr 
故 也 有 (3.38) A. 


(3) 1 (2) TUNTI e TR RR 5,0 = 1,2, ED + 它们 出 更 的 
次 数 与 上 秆 级 相同 . WE 
k 
P (z) = [[{#- b), gGo 2 PF), 
j=1 
显然 ex HER, XOU F2) MER, d BOO ARR 
EHA., di C1) , # 


lim Jong = 十 09, 


Poco logr 
35. FH (1.27) X, Mr lef, 
PGO ETO, PY + Tr). 
FERNEMEP, CH 
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— —— ——— — mr- 


T(r,P) = Oclogr) 
BLA (1.38) AE. 

至 平 条 件 的 充分 性 则 是 显然 的 .事实 上 ， 若 fO 29 À PRI 
Xv, MA mo.f)-00ognD , NG,f)2O0(0ogn , pj ib Tir, f) 
-O(log) .从 而 与 条 件 〈1, 38) FM. 

现在 我 们 来 证 明 Nevanlinaa 第 二 基本 定理 . 先 证 一 个 引 更 ， 
这 个 引 理 今后 也 是 常用 的 ， 

引 理 1.2 fix), fh OÆ 之 R (O0 Rc cc) 内 亚 纯 ， 
则 当 O«Cr« RH, 


Nir, fif) -— NGOs )-NG.,fjo- Nir, fa) Nr,L) 
1J1 


fi 
- N(r, 15, (1.39) 
| f: 
证 明 Ub 6,00. f (OE = ONE SA 
fa Cd C's 4 Cs, t uS. Le. (C's1#0) , 
f, (z) = C". 255 +C's,ti giat paar (Cs, 03 


于 是 ， Of GO s o 的 邻 域内 的 展 式 为 
f GM (2) e C'siC"sz! +t Cs ss, i gir 


根据 Jensen 公式 (1.1) , # 
op) - N(n uS) 
4 132 


H / # 
0 Om (ie) el ss 


; 


tog mmt =. 
3i Es Gag; dP+ legte": qe 


- re 


1 r2x K 
Er OE ETG I -dp rlog!C 5, j 


-N GUN (re) +N c. fo) -N(s +). 


下 面 定 理 是 第 二 基本 定理 的 特殊 形式 . 
定理 1.19 ER KÉOGOTI[R (OR t oE Hf(0) 
+p, 1, coMiCOÆ£0, MO Tc RH. 有 


Tr f) NG,D + Nr, r)” N(r A) -N + S07), 
(1,40) 
其 中 
N,.(r)- 2N (Cr, f) 一 N GP )« N(r, t) 
NE P KOGO- 
Sdr) -m(r, =) + m (rb) log f^ (9) 


+ log? 


证 明 ”根据 恒等式 
一 
fip. 
3$ OLrCR IH, E 
I f f- | 
n(r, S ym, -)+ n(r, E53) + log2. (1,41) 
应 用 Jensen 公式 (0.19) , Æ 


mr, 于) = Ter, - N (+ 7) + ere (1,42) 


Nevanlinna i im 17 


一 -一 一 一 一 一 一 一 一 


一 mu 一 


T 


05—1 
rojt (1,43) 


5k A31. 2, À 
Nfr n Pp 


-N G,f-D- N(r.3,). (1.44) 


= Nerf) +N(r, = i 


由 1.4D ~ (1.44) 式 就 得 (1.40) À. 
上 述 定 理 的 条 件 f(0) 关 0,1,50 及 f(0)LOMLIZÆEH, 此 时 ， 
xe f(x) 不 恒 为 常数 时 ， 读 者 从 上 述 定理 的 证 其 过 程 中 所 应 用 的 


Jensen ARTEN, RARR 项 SC) 中 的 项 log HOL [m 


以 适当 改变 即 可 . 

我 们 再 给 出 Nevanlinna 第 二 基本 定理 的 一 般 形 式 ， 为 此 先 
建立 一 个 引 异 ， 

引 理 1.8 A fx) FIzI<R OURSE + Il, XE 
1(j21,2,,4D a C2) 个 互相 判别 的 有 穷 SK Era) 
3*0, oo 1/(0)2 0， 出 当 2r Ru, À 


mir, f} M mr, j 


1=1 


Nr)+S°(r), 


(1, 45) 
其 中 


Ntr)= 2NG,D- NGO, fy N(r3,), 


j8 SEBGEUSIEMUK 


TP 51" 
o= Ro Mn 
i E 
4 
F(z) PACE 
我 们 先 证 


; . 
mr, F) =>) m (rm ) 一 slog 学 - log. 
= ] 3 


事实 上 ， 任意 固定 值 Ts À 


EB. = {0: [f(reid} — ay KE, 0s:0« 2m } , 


q 
Es U Ey, 


r=] 


HICE, AMUO0CE, FE, SAVE), 


If (rei$) — aj| > laj = à! — | f Creiff) — a | >0( 1 ~ 3j- 


Ji, Hi 
F (reið) =$. f (rei&y “av 
) T CEPR UE 


可 得 


r 
1 


de em a cw TA ad 
os afro uk 


f(reid) ee, | 


M 


(1.46) 


| 
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1 
B ^ ajftraió; —a;| 
注意 ENE AT GEY), AA 
— log? 


E 1 
+ ù + en 
log Pon ) | 2log Gels) a] 


q 
-. ` n i E + 24 - 


HA, HOCE t, (1.47) KUE. Ait (1.40 A IR XL. 
我 们 再 求 m(r,F》 的 一 个 上 界 . 
mi, PSM, F) + mr, os) 


^ qa 1 1 
T 4 Fy 1 + i -N » Î r 
mr, +Tér,f} Cr p?^* STET: 


CE. 48) 


T(r,f mir,f A Nir, O) 
mm ir, fD rmf r, E) e NG, f“) 
f 


eT, +m(r, À) +N FPO- NG, P., 


(1. 49) 
H (1.46, (1.48 X (1.49) x, BD (45) x, 
由 引 理 1.3 立 即 可 证 Nevanlinna 第 二 基本 E MRE 
式 . 
定理 1.11 BRA Tl KE OKRES WEBER. X 
设 01(j = 1,2，… ,9) 为 40273). 个 互相 判别 的 复数 《有益 RER). 


E 


T 1(0) #0, co, d,(1=1,2,%,4) B  (0)#0, W 


20 Wm EE Á 


— — 一 一 一 re 一 


q 

-DTTA < N(r, J- NiCr) + Sr), (1,50) 
j=1 

其 中 


NO) 一 2N Cr,f) Nr,» Nr), 


n5. E: ajj = 1,2,:- DIN SE, 


seo em (rf) am (o1) +R, 


1=1 


K= (ga Dlog2+ glog* 2 + log- Tr Di af | 
(IM) 


q 
+ D logift0) - ail, 
J= 1 


Ó = min [#4 * 
LES Pg 


M aj —1,2,:0,0 FETE, IR dE ma 24076833, aA 
» AB po cC P 
Wir) 中 的 zfr， Dr Fa ÉCRIRE m X 


中 出 现 的 立 均 用 #5 一 1 RE, 
LE Jep G, 6,177,800 HAR. 根据 (I, 45) E 


q 
> mir, ra )e2T(.f) - N GO) + S*(), 


Le 
Il 
pl 


于 是 ， 


27 Gb 
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ee 


«s. Pa J-N ESC), C1, 51) 


55h H Jensen À (1.19) 4 


T E) -zTG,f-23,) + log 


TEUE DEEE 
f - Ifco— a; 


z1T(G,f)-1og2-log'la,l + lor T 
Cf= 1, 0). (1.52) 
Hi C1.51) Æ (1,52) À, ME (1,50) X. 
$F og= 50， 网 仿 上 ,从 (1.45) 式 出 发 可 得 (1,500 À. FRE 
理 证 毕 ， 
注 ÆEREAN, FEAA O0 oo, c EO 
0, (02,50 XE OX, KR GER RE SCENE, 
ER Nevanlinna SHARE METRE: EA PA A #9 F6 ME BE Ex 
本 被 亚 纯 函数 的 密 指 基 所 界 轿 . 而 用 亚 纯 函数 及 其 导数 的 密 指 其 
去 界 图 其 特征 函数 的 问 肿 ， 首 先是 由 H, Milix FBR. 14 
就 是 通常 称 海 Millouix 不 等 式 的 如 下 定理 ， 
定理 1.21 iE (xz) 于 |z| 之 RC0<RE+ 00) Ii, Ru 
f(0#0, oo fik qe 1, f'k'^0)0v«0, Wesocrc« R Bp, 
À 


AJ l 1 \ 1) 
T(r,P)« Nürnf) + N(r,+) + N(r.zuy ) 


Ton (ETÀ "m (re > 


1 4jg.NG, Da zr Ef GO f S nu fe c dide CHOR SEXE 860, 


22 SEUE ATE GU 


7 mn -oo 


ANAL 
+ mlr, - —) 


——— — mis 


fk! -] 
f tk} 可 
sD. + log? 


WEB] 根据 Bureau ft 


EW FR) 1 fr 
fo f fr f" 


n(r, p)en( Fe) mr. fn) 
+ mr Er) toga, 
再 分 别 诺 用 Jensen AR (1,19) 式 于 m(r, 1) 
nr ar) b RA | 


fi rt EN Ur, L Po f 
( ) | £ N (7 oN N( ; — 1 


"fO - fe 
f tk) (k+t) {+1) 
tm (v, — j4m fr, E -en( 2 T) 


CO) CF G2 (9) — 1) 
+ lot | Fk+I (0) > + log2. 


WBRSISI.2, Eg ih 


> f - i) B N(n Ime 
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i 


-TC -一 GG 一 一 


RE 意 到 Nr, ft) Nér, YO) = NG,D, Bldg 定理 结论 . 


$1.3. 对 数 导数 


f^ 


ctii DOUTE D RL 


1.13558 281.13/, ， 定 理 1. 13 本 质 上 是 由 有 ,Nevanlintaclil 给 出 
的 ， 现 在 这 个 较为 精确 的 形式 是 G. Valironc2 得 到 的 ， 我 们 通 
tgk Nevanlinna SIA, €81.13 BAT 理 1.13 的 推广 ， 它 是 
由 能 庆 来 (3 给 出 的 ， 这 两 个 定理 在 本 书 研究 止 A EMR 起 着 
重要 的 作用 . 

在 证 定理 1.13 之 前 ， 先 建立 一 个 引 理 . 

引 理 1.4 BR NOTS 上 亚 纯 县 不 恒 为 零 ， 又 证 fO) 
Ell <p 内 的 零点 与 极点 分 别 为 Asl, eh) 与 已 ( 人 = 1，… 
ky) ， 其 中 每 - -零点 或 极点 出 现 的 次 数 与 级 相同 ， 则 当 1z| 之 p 时 . 
有 


Fiz) 1 p2% | ; | 2pely 
Jn. _ p NL: 

fiz) 2*]; log |f Cpeiv) peip- z)" 

h 2 2 i 2 2 
Po ONU LE 
tp — ai poil- bpp? buz) 


| (1.53) 
WA {REH |z <A, fr) #0,00 TEF., 
By-—T S533 AC), e-z ad, E 0C2,) 内 fa, pj 


24  * PH HR EHE BU 


—-— 一 一 -一 -一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 


此 在 Cz. ) 内 存在 f(x) 的 单 什 解 析 的 对 数 分 克 logf CO. 再 根据 
Poisson-Jensen 公式 《1.1》， 就 知 在 OG, P TUS 
Rr 


do 


— d. i 
logf(z) = -; so log | f (peip) | 


k > Cp 
E UE LE PL 
(1,54) 
HRS USD OC EURO X, CÓ M SEEN. 
将 0.52 式 两 边 对 * 求 导 ， 就 得 〈1,53》 AE 6(zs) 内 处 
处 成 立 ， 因 《1.53》 式 的 两 端 均 为 1 中 过 P PIDE £u B 数 ， 故 由 
唯一 性 定理 可 知 ， 《1. 53) AE lz «o 内 处 处 成 立 . 
定理 1.13 设 f(z) 于 |z| 之 R OSRE + o E HH f(0)% 
0,co , 则 当 0<r<<p<<R 时 ， 有 


n(r, =) « Alog*Tip,f) *3log*, + 4log* p+ 2log*-l -一 
1 
+ 4log*log*———- 4 18 - 1.5 
og“ iog F] . (1, 55) 


证 明 “根据 避 理 1.4， 在 |z|<p Ma 


PO) 2D | 
PME x | og | fCpeir) | lde 
H 
pl-iai — 


+ 
1 


&-1 | -«]lp*—a zl 


， pb 
uzilz-56.]lp*- bazl 
而 加 | p. _ |a. ui o 


Iz- «llo* az] 
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PG - m1?) pas 
|o? - aaz|? píz—-au) 
< P gal 
-|zD*' plz- a) 
A] HE, 
Lo LR - np v | 一 “- 一 ba -一 | 
[Iz —-bulip^—- bez}  (p— 121): pG ~ b.) 
Ti, 


Foje 2 — Le iv 
xe TARE 23), | tog! fCpeie) || do 


+ > D |y 


H Jensen 公式 (1.1952 , B 


k oo 
一 oz ll 《1.5 
> iy p d.90 


1 [2x 
zz), | log lf peio ) | | de 


-nm(p,f)om (o, 7) 


"216p, f) + log TFT (1.57) 


55 UH 


p'-— az 
Sal) = EL a) (jalp) 
由 Jensen 公式 (1.19) , MA 


p 
T( rg 2) ) = Tr, —-) log 


26 EHMRENILARX 


— rr — 


——— 


Tm 


_ pp | | 
- log ia] (ren 


BF EH 
- LA 
N(r, a. 6) ) «log lel" 
£518. 
_ P qae YY | 
m(n gatz) }= log? log ar (1, 58) 
由 (1.5868) 5 (1,57 sk, À 
Fa) | 2p : 


Fle 3p T, p41 
fe) | Stp (207 {2 CP, f) + EG * p^ 


À = 
k . - 
+ > le, C7) ! 
ucl 


在 上 式 中 令 zo relb (Gr 0) ， 并 在 两 端 取 正 对 数 后 ， 对 4 H 
0 到 3237 积分 得 


gate) 


H -—- ' SP + L ) 
uu Fr) log (pr log (2T, » 


+ log'log' P + > n(r, Ea, iZ) ) 
X "( y, E (D) + log TO 


ento D 2). 
Bid (1.589) 0.10 X (LIL) À, Æ 


f + + + + 1 
m(r, 77) tog ns tle 2T Cp, f) + log log TKON 


wy F 
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一 一 "一 = mm a LLL lc 
一 一 -一 一 — - - — 


+ N(o, i) - N(r,+) + N(p, -NC f) 


= 一 om = 


+ log f n (o, +) + up,f) +2} (1,59) 


U Da OP, <o 为 一 待定 数 ， 显然 ， (1.59) xt JH p fo 
LR T ATE | 


nd + Ap * 
mr, F) log (5, 73 t log*2T(p,f) 


+ logtlog+ 1 l 

slo To Np» +) 
^ 

- N(r, +) + NP NG, p 


+ log | n (pus 3) tros +2} . 


(1.60) 


nír} = nr, +) + nor, f) (OLTAR) * 


Ni) =N (r, +) +N, P = Ja. 


(1.61) 
FHSJHHSOO5ENGO2O-NOG., B] 


n(p log ^. « [^ COHEN (Cp) 
P D, t 


<T(p,f)+ T(p, +) = 2T(p,f) 


28 T AUCI IE SUR 


一 一 一 mm L 


一 一 一 一 . - ua -- nir i me 


l 
+ log Or 


log £- — lo (1 ~- LL) 2 
Ep s p 


1 


"pm 


f) log* 


logn(p,) log = y + log *2T(0, f) 


+ log* log* + iog2. 


1 
If C0) | 
Hh BONG logr Ry SEE X, x 


(og P. 


TE EE 


FOT , 


(1.62) 


NC - NG) €. —— 7 {en)- No } 
Y 


ERO o9 | 21 ip, f) + log’ 
log À { 
F 


ra 


 Nevantinnad 4 pmo 29 


r— c — ——— A LL — r —— — - - -一 ~ — 一 一 


因此 
NCp1) -NSE A Ec f) +log* Ob 
(1.63) 
JE p 
C053 [Tob PS 1 1 
2 „f+ 40 NE: p + 
Ue E OT appen 
(1,64) 
于 是 res, <p, HE (1.63) n 
NGp,) - NDZ i, (1, 55) 
另外 ， 易 验证 
l — 1 1 十 _ 1. 1 ] , 
por |o» {2 [ T0 P + los ifc * je } 
(1, 66) 
p~p, =p- ipi 
PEN 
= (p-r} 4 l1- 
2 Top, P+ logt LL Du) 
>3(p-7). (1.67) 


H 01,600 , €1.61) , (1,62) , (1.05), (1,660 '$ C1, 67) 
À, E (1.55) À. 

注 AEII, FOH ORRAK ME = 0 
KABER FC) =e te, a tl eee (RO, 
这 时 ， 我 们 下 

推论 设 fz) 于 1z|<RK0<R< +0) EMEBFEXE. M 
当 0<r<p<BR 时 ， 有 | 


30 亚 纯 函数 的 正规 族 


FN - , 1 , 
n(r. ff/ 4 log TG,f? r8log 5-7 8 log*p 


+ 6 log* + + 4log* log Te + 5log'!s| +25, 
5 


(1.68) 
EM 命 
| f GO = z78f (2, 
应 用 定理 1, 13 于 fite HOLLAR Hb À 


f. ; 21 . 
mr, j )« 4 log T'{p,f,) + 3 log srt 4log p 


十 2 logt < + 4log'log* loa 16, 
T [es | 


(1, 60) 


F a du + + 上 
mr, : )< mr. LOE log*|s| +Íog , + log2 


(1.70) 
55 B 


mir, f )mQr,z75) + mir, D), 


; siog* i (5720) , 


miT, z5} = 


| 一 slogtr | (502 , 
Nr, f } = N (Gr, f) 一 n(O, f) logr, 


Nevanlinna% tem 1 


-- "M wie — 2 -rm = - -一 LLL 一 一 -一 


加 0 G0. + 
0n = U, (S<0) , 


一 一 -一 < 一 


Tir, f TC r, f) + Isi log*r-- log* L), (1.71) 


由 (1.69) 、 (1.70) 及 1.71) À, HA (1.689) 式 成 立 . 
定理 1.137” LE OO FIz|<CR (ORE + co) FAH f(0)+ 
0,00, X. UE k AE- ER, MU CT OR M, GN 
下 + 
nir, I) <E { 1 + log*'log* 


m 
MOI log: 


+ 1 + + | 
+ log gpt 10e p+log*Ti{p, D P. 


(1,72) 
其 中 KART Kore. 
证 明 Sik ABHA. k= 1h, HEM 1.130 A, 
(1.72) ARY. S (1,72) 式 对 天 = 1,2, ,a4- 1H, 
下 面 证 明 它 对 证 = gth x. 
fEXGE v5 p. OTHER, HE FOIE: «o RAF 
点 与 极点 和 分别 为 CA = 1, eA 5 big 1,-, 5 ， 其 中 每 一 堆 
点 或 极点 出 现 的 次 数 与 级 相同 ， 根 据 引 理 1.4 的 (1.53) 式 及 如 
FAR 《下 式 中 à Xe: B bu) a 
da-i p^ — |al* | 
PU (a ]} | 


(x—-a)p*—uz) 


E (reci 


dza- ! —-@ 让 一 人 


Jz SPHERE IE AU 


— — —À —À — —— — - - — 一 一 一 - =- 一 1 un = ru 


— q 
un a” 1 
=(g- DiI + 
(z- a)4 (p* — az)d 
<4- 131 (一 — 2 ) 
|z-a]? | p*-aa|" 
om» 14 
= (9— 1)! |£ E | 
p(z- a) 
x (281. V PII Y 
[p* — az|8 |p^ — az[*4 
2 Rn ge | 
<a- (2-84 | 21 (20)* 
«191 | p(x-a)| (on Go) 
_ d 29+109 
p —uz |* Z9 Pt, 
«(4 1) | ez: ay | isa 
iz|-rBNj, gb 
d (PN |a [7 | — ape? 
duci) Tox 0 tog] fcet 2 (pei. marie 


h 
2x4 [ial L) 
àAzidzd7! (za ipt- az) 


LS d [fo e 
> dga)? loce: — bz) } | 


{ 2T(p, f) + log* 


=q 


13 
l op arr For} 


+ (or À | -až 
pr) x p(x— a) 
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A }. (1.73) 
IA 
amt (5- P + Po (f. f, e een, 


其 中 Pg oim. d 


t0 -dl 
log*| | «K' 1 
f CS j= 1 


14200) 


其 中 K^ AHWIKBET a 的 常数 . 
再 结合 归纳 假设 及 (1.73) 式 ， 就 得 


HAH ea} 


Bb y + + 1 + 1 
mr, r )<K {1 + log*log oTt log P 


+ log*o+log* PE log*T (p, f) 


+ 4 Se fs £g, a») + 25 mr, £p (2) ) 


+ logt { " (o, +) + no. p}, 


(1.74) 


其 中 gG) = ass K RDRTF à 的 常数 . 
S5M B (1.58), 0,10 X G.1D 式 知 
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—-— 一 一 一 一 ee 一 一 -一 


—— — — er am mmr Lm LE qe 


> n T, ga, G)) + > mr, 8b, Go) | 


1 1 
= N(o,+)+ ND-N (rF) -N D. 
(1,75) 
BOR pi, 使 
rip—r) 
pirra 一 -一 一 一 -一 一 一 一 ， 
2 To 有 +log+ 1 1 
{TC f) + log TIC boti 
(1.76) 


并 仿照 定理 1.13 的 证 曲 过 程 中 ， 从 (1,600. AOT SAI REED HS, 
fA (1.72) 式 对 =g 过 成 人 并， 只 而 定理 得 证 . 

$ ”在 定理 1.13 P, WRAS f=, oo, 那么 当 f(z) 
Æ0 Hj, XE x-0 的 邻 域 内 


f(2) = C25 + 0$, 29* 1 + n (cs (D, 
这 时 ， 命 

gc = 2, 
就 有 2(0)%0,00, 4h, FEOLA XX gx), g ae 
g ‘RY(z) 的 线性 组 合 。 因 此 应 用 定理 1,13/ 于 giz) 仍 可 得 (1.72) 


| 1 1 
二 ] d 4 n 1 + + + | 
3h, HF log'iog Ifc [R7 og*log ET 
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He PE BEC UTE XU X 


82.1 定义 及 简单 性 质 


ELU21 fat) (4= 1，2，…) 汶 一 函数 序列 均 在 一 区 域 
D fab. RAM NC) TED EVA BI Siri, MR fn) EDA 
-ARARE aua. DL, dB 据 Weierstrass 的 -一 个 定 
理 ， 这 函数 序列 的 极限 函数 在 DD 内 全 纯 . 

定 尖 2.2 设 faz) (n=l, 2, =) NJ—EPERAY 29 3E — 
RRD Wü. 我 们 称 加 (2 TED EpjH)]—3c05 cp 7535, ME 
fn) TED FEE PL BR E S05 3: 7591. 

定义 2.3 设 ffz)} A EXER D ARI- kena, fn JA 
这 个 族 中 每 一 个 函数 序列 fa) Q2 1, 2, +) ME DD HI — 4e 
FF Alfa) (k-1, 2, -5 ERE D 上 内 闭 一 致 收复 或 内 
闭 一 致 的 丁 无 窍 ， 则 称 族 O) ERR DAEN. BA EK 
B D 内 正规 的 全 纯 函 数 族 {f(z)}》 在 DD 的 仁 一 子 区 域内 仍 正规 . 

定义 2.4 dE (G0) 为 区 域 PD 内 的 一 族 全 纯 函 数 ， 我们 称 
族 {f(z)} 在 区 域 D 内 一 点 zs 正规， 如 果 存 在 一 个 属于 也 的 以 z。 
HORAC, 1z 一 Zo <r, R (00) TEC BIER 

为 了 建立 定义 2,3 与 定义 2,4 之 间 ' 前 关系 ， 我 们 证 明 两 个 引 
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en de ea 


B. 

引 理 2.1 fn?) (n-1, 2, -O NE D iiA pg S 
序列 . A D AESA, AAS WRC GO, 全 f(x) 在 C (7) 
E—RMME—-RÉTAS, Wio Æ D RAA- uic 88 3x TS 
H]—$ ET 73. 

征明 ”任职 定 -- 点 zoED, 根 据 引 理 条 件 看 在 一 邻 域 Ctz,》 
f fato Æ Ci) 上 一 致 收 合 或 一 致 趋 于 无 穷 ， 若 是 前 者 ， 
则 由 区 域 D 的 连通 性 ， 引 理 条 件 及 Heine-Borel 定 理 可 知 ， 对 品 
RÉ AA 3i. fü fn) 在 此 邻 域 上 一致 收敛 ， 义 根据 
Heine-Borel M, EEH fat) dk D 上 内 闭 一 致 M € 
是 后 者 ， 可 以 证 明 fn) dk D DL APB—SGXXATIDSOY.. 

引 理 2.2 B D AES KER, MUFE JARRE Di Ck 


a— — — — 一 一 一 ”一 -一 一 Á wr 


_ co 
= À, 2, i) Ai D LC D, Dic D, (k= l, 2.5 H UD, =D. 
k =1 


EA GERD 为 整个 开平 面 ， 定 理 结 论 显 热 成 立 . 今 设 D 
PESE. ET D 的 一 奶 有 理 点 记 沟 Zi s Zas Zas t0, Rp 
ex Gy 是 以 zy 为 心 ， 以 zi 到 也 的 边界 之 距离 的 一 半 为 半径 的 
WIPE, dé 是 任 一 包含 点 26 及 zu 的 有 界 区 域 且 dkCD (= 
1, 2, +), 最 后 ， 我 们 置 D, =G, Udi UG, Di=D, Ud U 
Gay D; -D,Ud4UG,, +, Dg= Dy. Ude UGE,, e, 个 难 验 
HE Dio D,, +, Dy, … 满 足 引 理 的 要 求 ， 

现在 我 们 建立 下 面 的 定理 . 

定理 2.1 设 {f(x)} 为 区 域 忆 内 的 全 纯 画 数 族 这 个 族 在 
D 内 正夫 的 充 要 条 件 是 它 在 D 内 的 每 一 点 正规 ， 

证 明 验 件 的 必要 性 是 显然 的 ， 现 证 条 人 忻 的 充分 性 ， 设 
favo (51, 2，…) X dk (00) PEAREN, R 
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理 2.2， 存 在 一 列 有 界 区 域 D: DC D, D&,CD,,. (k=l, 2, 
e) UD, - p. 我 们 先 考 虑 D. REZAR, WD t 每 
一 点 z 总 存在 属于 了 的 一 个 加 CC z-z Cr UO) 
在 C(z) 正规 ， 记 C*(z) 为 半径 缩小 一 半 的 同心 B, TJ 
U ccc X» Bi fk D. 65909, Hg Heine-Borel 定理 ， 丰 
zc D, 
AE C D G-1 2, -, m WEE D, , WE 36 E M 
Ge) (G1, 2, 2 HAUT PP F fau (181, 2, 52 
在 每 个 C* (zi》 上 一 致 收 化 或 一 致 趋 于 无 穷 ， 根 据 引 理 2.1 
fai CO 在 万 | 上 内 闭 一 致 收 化 或 内 闭 一 致 趋 于 无 穷 ， 癌 理 ， 从 
fau C). nel, 2, =) MAT T F fns (x) (n= 1,2,.…) 
在 九 : 上 内 闭 一 致 收 伍 或 内 闭 一 致 趋 于 无 穷 ， 如 此 继续 下 去 ， 可 
取出 对 角 线 顶 数 序列 户 | (2) à fos (D oc, mE)’ w. 
WADD Ce, 2, 0 nfAu, ， 这 个 序列 或 者 在 每 个 D, 
上 和 狗肉 闭 一 致 收敛 或 者 在 每 个 D. 上 均 内 闭 一 致 趋 于 无 穷 。 再 要 
据 Heine-Borel 定理 ， 它 在 D 上 或 者 内 闭 一 致 收 化 或 者 内 B 
臻 趋 于 无 穷 . 

定义 2.5 (0) 为 区 域 DD 内 的 一 族 全 纯 函 数 ， 我 们 称 
e (CO 在 区 域 D 上 内 闭 一 致 有 界 ， 可 果 {f(z)} 在 属于 DD 的 
性 一 有 界 闭 域 上 -- 致 育 界 . 

定理 2.2 设 {f(z)} 为 区 域 D 内 的 全 纯 函 数 族 ， 若 这 个 族 
在 马上 内 闭 一 致 有 界 ， 则 这 个 族 在 区 域 D 内 正规 

证 明 ”根据 定理 2.1， 我 们 只 需 证 明 (OO) 在 DD 内 每 点 
都 正规 ， 设 2 为 DD 内 任意 一 点 ， 取 正 数 R {ENC |z 一 z。 |<R 


38 rpEEERUIENUME 


tr — — 0 — rmn Á A — a 2 


BFRRD, JE Cy 阅 | 2 一 zo <£, 报 据 定理 条 件 ， 存 


-一 一 一 一 一 一 一 一 rr aa rI 


在 正 数 M, IFO JM GE {O}, ZEO ,利用 Cauchy 
FAR, Hzc, IP Ix LM (GE (KG) ». 


4 YLfn)n-1,2, DE (OO) 中 的 任 一 函数 序列 ， 
BR FER C A-AA Zo Xi. cv. En. c0. AXE 
序列 方法 〈 人 参照 定理 3.1 的 证 明 )， 从 序列 而 (2 Cn=1, 2, e) 
中 可 选 出 子 序 列 fun C2) One 1,2, ) BUTTER Hz, G= 1,2, 7) 
REFUS. U FRIESE P arol 2, 在 上 b— £9 
XHrxXEER 8e, MALO M TA BEER Zito no CC 


k 
Uq z-z Ap. 另外 存在 自然 数 NN ， 当 区 MN, Ho 


i= 1 


| fan C5) — fmm (25) <; (zd, 2, +, KY 


HAEC, HAS Oga 使 k-z cire T 


是 
| fna GG — fmm GO | € | fanl) ~ fna G0 | + funt? 
-jimm | + | Imm) 7 fmm) | 
«qz-z;| max. | f£ (620 + 5 32-2, |* max| f^ (5) | «e, 
tcc" 3 LEO 


JET EAU D ERA RE, RNA 
定理 2.3 MAMA (CR Æ X EE D AEM, HO 
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——- — - 一 一 一 一 


{ftz)} 在 某 点 zoE 有 界 ， 则 族 (£00) XE D EPSBI—SCRS 
F. 

um ”假定 结论 不 存 立 ， 即 存在 某 一 有 和 蛋 闭 域 CD ， 一 点 
Fj EG (n2 1 ，2，…》 及 一 函数 序列 (2) E (POOR (n= 
1, 2, =), li 

| fn) | >n (R= 1, 2, sv), (2.1) 

很 据 定 理 条 忻 ， 共 序列 fnrfz)fa=1l 2，… 中 可 选 出 子 序列 
fa, 2) Gsl 2，…) dE D EP3jBI—S08& SX, SE falz) = 
1, 2, +) 4XEG E—SUCB A, XX (2. D AFJ. 

从 定理 2 .2 可 得 

定理 2.4 设 {fC2)} AER D AeH 函数 族 。 生 存在 正 
EK, BO {f(z)} 中 作画 数 1(z), TE D ASEA LEGO 2K, 
WE (Oo) XE D AEH, 

证 明 根据 定理 2.2 ， 族 [SJ EDEN TR 


对 于 族 他 (x) cB [E A XE FP F) fn) m= 1, 2,552, 


可 选 册子 序 5i fn: (GO (kz 1, 2, e% Rs t8 DEAR 
— Br 42h ERI M EGO. d: 8CO FENTE, MRR Rouche 
定理 ， giz) z DA AR 因此 ， fn, GO 在 DENA RT 


全 印 国 数 - ro W SCENE, Nat) Æ D EAA 一 致 趋 


于 无 穷 ， 至 此 证 明了 族 (f) Æ DAREM. 

关于 正规 旋 ， 我 们 再 给 出 几 个 简单 性 质 ， 

定理 2.5 设 (£00) 为 区 域内 一 全 症 函数 族 ， 其 中 每 个 
函数 (x) 去 0 (O2CDO) , EDATE ETE DUX. 
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E (fc) D-E WES, ME {f(z)} 在 局 内 也 正规 . 

证 明 ”根据 定理 2.1， 只 需 证 帮 (£00) 在 中 每 个 点 正 
规 ， 设 为 为 了 中 任 一 点 , 作 圆 C (z-z, <r CCD 且 CNE= 
fzo ， 又 设 fr (i1, 2, e09 AR H 中 EAA 
序列 ， 由 于 族 [f dEO« zeza | 之 ?7 AER, A nf M Fr T 
p CO Pi — FFE fast) (k-1, 2, 2 d&o«iz-z,|«rE 
AA- RARA RAFF. BEWA, MER A iniz) 


fc C 内 的 全 纯 狂 易 推 得 加; (x) 在 C EAA Bta; EEG. 


RIED NESBUEGEIT. — EK | z-z, | <r EAA- R 


FR, AM- ECE CERA -RATE Mie 在 C 上 


fn E 


内 闭 一 致 趋 于 无 穷 ， 至 此 证 明了 族 fa 在 点 LEA. 

定理 2.6 设 全 缚 画 数 族 (OO AK RD A EW, (OÙ 
qafa) +b) EE DAHER (00), 

这 个 性 质 是 最 然 的 . 

定理 2.7 设 (QG) AAR z < 玉 内 一 全 纯 函 数 族 . PE 


EER A, 使 对 任 一 JE 000) BE- ziz] <Ë) HU 
tog M( o, z, fA (44 loft] ) eD 


D éREMC.n. D, MEZo fR, zs DING zs DETOCO 2g, Dio 
HFR- z -rM mn NAT., 


ÆMAMAIEMEÉ #1 


ar 一 -一 -了 一 -一 -一 一 .一 -一 一 一 


rr 一 ”一 一 是 -= 一 c i — — — - — nm ALL IL T M l— 


WE (£j 在 1z | CT RER. 


证 明 ”对 尾 一 f(z)E (0) ， 我 们 区 分 西 种 情形 ， 

1” ÆA <E AREER FC 1< 1 ,或 者 全 有 LEGO 
> 1. 

2” EM le < 内 存在 一 点 ze， 使 f(x。)| = 1 .于 是 由 


(2.2》 式 ， 得 log” M (E, za f) <A. RHIN <Ë }e 


(lz -zol <E), BENI Rs feo tet, 再 根据 定理 


2.2 & 2.4, M {f(z)} 在 e 之 了 内 正规 


$2.2 Montel 定 则 与 
Miranda X. M 


RATE, RIRES RAR FER CEA) 函数 族 的 
EREN, Montel 51 3 首先 建立 了 一 个 极为 基本 的 正规 定 刚 ， 为 
TERRAE. Sd: XJLT I8. 这 郊 个 引 理 今后 也 是 
8 SEHE SERT 

4132.3 Sae kroo, Æ 
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—— -一 一 u- 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 上 -一 一 一 一 ”一 一 一 一 一 


logx +alog'log" t«a(loga- 1) tlog'z, — (2.3) 
证 明 >l, WbHlog'og'l- 0, MAYER (2.3) 自 
RE. dx «o. KER (2.3) MS 


logx + alog log <a (loga — 1}. 


2$ E o6 RC 
q(t)-alogt -i—4(loga—- 1) (050), 
Mat, q0)« 0, tant, 0) 0, Bibe O, 
FH EE up 1 
qm 0 G0), 


在 上 式 中 以 log-— RE + 即 获 得 不 等 式 《2,3》 ， 


下 面 和 的 引 理 是 Borelt13，Bureaut17 玉 Millouxct17 的 工作 . 
引 理 2.4 设 00) 是 区 闻 0< 之 7<p 办 的 非 负 并 且 非 减 的 隔 数 ， 
设 4 及 5 均 为 正 数 ， 使 b>24 H b gat, ADARRA 


Ur) «alog*U(R) ealog +b (2.4) 


FO<r<R<E 成 立 ， 则 不 等 式 


Ur) <zalog —, + 2b ^00 Q5 
于 OR 成 立 . 


wA KAKEHEN 
b 
e" xT88logr-c8b >22), (2.8) 


a — 一 - -一 一 一 


考虑 辅助 函数 
b 
pix) = gt x aalogx— gb. 


RIRE b=, RIA 
b 2 
26  2(1 - 3a)»(1i 


2 = 864 gb. 


a 


> 8a (14 


M (2.70 x, HE 
b 


AAGA dł 


ez) 


(2,7) 


9(2) = 2e — galog2 — 8b7»8a + 8b — 8910g2 — 8b7»0, 


Hixe2N, 


84 
fa 


84 ga 


DU X 
由 (2.8) A (2.9) À, WA (2.6) x. 
现在 来 证 明 引 理 2,4. dtr E RH 

Or Ds 


Q'(x)-et 一 m. 


并 假定 
R 


+ 2b. 


U val 
(r)se2alog R 
以 下 我 们 证 明 m = 了 CHR 及 卫 也 满足 
R 
U(r' ) xz: 2 alog —— —- + 2b, 
R- r 


HET, WE (2.0 À, A 
U(r)« alog'*U (r) + alog 


y 


(2,8) 


(2.9) 


(2,10) 


(2.1D 


十 也 


T' —* 
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一 一 一 一 一 = 一 -~ - 一 ——— —— e ————— n —— mms 


«Calog U(r ) c alog + b. 
R- r' 


Ah (2.10) xni 


U (r)zz2alog T—— 24log2 + 2b. 


由 (2.12) (2.13) À, du 


log 'U (rig > log - À — 9 log2 + 9. 
R—7r a 


b 
1 - R 
a —- ". . . 
一 log (= € gc) 


1 P R 

mN bza, MW 145? poy >1, Bini 

b 

Ucr ) > ede ey. 
BHEiR EX, (2.6) , # 
D 
- R 
€ FRE >8alog + gb, 
H 2.14) X (2.15) R, HI (2.1D x. 
A 


1 
To T, TT Gg. +R) (n=l; 2, -- 


Oc rae RA 
AR 


Ut Th ] -2a8log.. R 
-rn 


+ 2b. 


— rA — —— 


(2.13) 


(2.14) 


(2.15) 


(2.18) 


(2,17) 


BUG RARE, HH (2.16) RAU QU) 而 由 (2 17) 
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xx, U(r)-- oo (n 900) ， 从 而 矛盾 ， 
为 了 今后 使 用 方便 ， 我 们 在 引 理 2.4 的 基础 上 建立 下 而 直 理 . 
5182.5 设 避 7) 为 一 非 负 且 非 减 的 函数 , xg SLE — DX RIO 
RD, XR a bA IAE. 车 不 等 式 


U(r) «alog' Up) + 多 log + log"p 


+ log*-L} +e (2.18) 


Fo<r<p<RRE, Wjipo-lr— RH 


R 
加 一 人 


Uér)<{4(a h Ti log +log*R+log* a) 


+ 20(2+b+ 12? 2c, (2.19) 
um ME rcp RI, 


Ucr)«alog' Ute) +b ( log ^ +2log* p EE )*« 


<< (a+b) log'U(p) +(a+8b) log P 49b 


p— Y 


x (log*z- &log'R ) -8(2 eb D* +e, 


Le r} ($ <r<R), 
U*(r)-, 
0 (o). 


,应 用 引 理 2.4 于 U" (7)， 并 令 p 一 >R， 得 
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Ur e+ b) log 


R + + 

| qup + 4b (1og y + los R) 
+16 (a br 1)* 2c (2,20) 

Fo<r<p<R dir, KA 


/ Ry p.f RS. 
u (£) = U (+ )<2(a - blog 2 + db 


x (log À +log’R ) £16 Cab 1)? 2c 


< db( loz "s -tlog*R ) 2002 b D * + 2c 


Bi (2.200 XI HR (2,1950 À. 

FAIRE Montel EW, KAEN Montel 本 人 是 用 
RAR EU, AV Nevanlinna 理论 证 明 ， 这 将 在 
随后 的 Miranda 定 则 的 证 朋 中 统一 进行 ， 

定理 2.8 设 {f COP ARKE D p & tc XE. 若 族 

{f(z)} PRIRA TOOTE D Pg EC Se 0 A fODe 1, 则 族 
feh Æ D RIEN, 

Maontel 建 立 了 正规 旗 理 论 后 不 入 就 提出 一 个 猜想， 车 把 上 述 
定 则 中 的 条 性 了 2) 三 Dog 00096 1 O(GCRD ， 其 佘 条 位 不 变 ， 
删 族 (OO 仍 正规 。 对 于 这 个 问题， 应 用 Nevanlinna 理论 后 
还 存在 的 困难 主要 是 如 何 消去 原始 值 的 问题 ，Bureau 对 此 有 深 
Ade, BERII ARIER, 19352p, Miranda 513 完全 
证 实 了 这 个 狂想， 我 们 称 汶 Miranda 正规 定 则 ， 

定理 2.9 设 (GO) AKR D MR, À IE 
MM, ke TCD 中 的 每 个 函数 COO Æ D pile fO) 0, 
fe 1, M (GO) Æ D AEH, 
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Miranda 利用 三 个 预备 定理 与 四 个 引 理 ， 以 避免 原始 值 的 
的 出 现 ， 方 法 巧 如 但 演算 很 复杂 ， 后 来 Yaliron 517 建 六 了 一 个 
FAR, BAJEN T KERAR2.9, AIT Miranda 和 的 思想 ， 
MATER, HAHET., KEk AMT i 
BARER, HÆ AAA ERARA, LIT HAE 
RE Bc od SAREM, 85 E2, 9 kE, HN, ET 
FH sed. 

iER2.10 REA TOO Ehl Age, Hfte) +0, 
PHz) 1 >00, TO=) , Wueppocrncl. Æ 

legMtr, f) <5 [tog* FCON + log 

+ log. 2r. (2.21) 


其 中 玉 HIERT kr». 
HE Eir [700 0, di Bureau Hé 


1 _ fi^ | fi 1 jé*p 
PUR Went 


"m (r, + = (r. 17) con (72) 


Tnm (7, Pt ) + log2. 


FH Jensen AR Fm (r, PO 1 ) 得 
FE}? 1 


ni (r, L)en( JL) + #3 (r, MA 


1) E. RURA OAK SORGE EO BEFAA PBA NE — gd BI, 
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fen jc) - 1 
Tmir, —)+! og |^; | +log2, 


(2,22) 
REMY, MP o<r<p'<p< 1 (其 中 p= 全) 有 


m (r, D )«k {1 + log + +tog —— 


p-r 


-log'T (p, f)+log'iog* qo (2.23) 


m (r, Lek { 1 + log l4 log EE 


+ + + 1 
+ log*T(e, Ð +log” log Ua (2,24) 


fitr 1 
(ten (ore 

+ # OG. — + + 

tlog'TCO»', f 1) +log* log | FO) —11 } 
(2.25) 


T (p , f?- 15 ETC, f?) +1log? 


( 
snp" , LM +m(p, +k+1) 
x Nip, PD + log? 


ska Drio ,f em (o , Le) 


sk DT f)em (0, j” L-). 
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再 应 用 定理 1,13 Emo, ID), m 


f 
m(p’, 


PYK {1 十 log; T log — + log*T(5,f) 


+ ee (2,26) 


由 (2,22) — (2.26) 及 (2.3) 式 ， 就 得 
1 1 1 
mr, +)<£ his log- + log z 


; tlog'T(p, P) 


* +]: FE) 
+ log’ log” rfe + log'|[£?Coll 
" 1 

+ log [EE PO 

对 于 上 式 中 的 loghi 1， 有 如 下 估计 : 

KO) + 
+ (1) xl + 0p uy, 

iog* | f'?(0) | «log fo» +log* | fC) 


( 
«m (7, ) tlog'!f(05| 
1 Í " 


t log^log* t log'[ fC0) il, 


FO 


i r 1 1 + 
mr, +)< K {1 + log— + log 5, t log TP, f) 


+ logt log* —— -+1log*||f(0) | 


DT 
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1 1. 
| 站 | 


又 根据 Jensen AK (2.3) À, À 


| | 3! 
T(r, PK fa +log La log zZ beg ff(O e log*T(o, f) } 


+ log* 


1 
+ log' — — 
B prengo i 


再 根据 引 理 2.5， 当 o<r<< 1 时 ， 


TO, 2m, DK { 1+ log + log*i fCD) 


EN 
logt_.__ + bb. 
n eo 

结合 不 等 起 


co3Ó$ Q[it* ) 
logMtr, D < em ( 2 1], 


就 得 


= K | i 1 + 1 
log Mr, f) < 123 [tos | fCoo + log [FF PX 


+ log 2 } (2,26) 
1-TÀ 


FOSTA AJ. 

现在 我 们 来 消去 (2.26) 式 中 的 原始 值 fk* (0. XC RP 
种 情形 ; 

C12 [/9*Uc0) | 之 1， 此 时 , 显然 由 《2.26) 式 得 (2.21) 
式 . 

C2) P (Q0) IL 1, FEROET, «r0 1.3, HL o ve^, 
fg £42 1= Mtr, D, HB, RIRE: 
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L———r 


(2.1) 在 OF LEA Dial, W R BR Oz (xe 


De ) Rk D, FO, F 积分 ， 有 
[Oy TE FPCO) 1 4 | ME «| fou) +1, 


- 
————— 


QE 


| pa- PG ON + jl a 


Gg 


if Dep + FC) 21, 


*EGRORGH OR 


k 
FFE | FCO) + S LOG T+ 


=] 
于 是 
log Mer, f) = log" Fe xlog* 1f(0)| 


k 
+ © log*1f 051 tlogCk +2) 


: 0) 
«(k-1»og*T17O0] + ` log" Hr 
vrl 


+ log(k +2) 


i 
fo 
«(cc pDlogt f oe mr, 7 
3-1 


-logck-- 3), 
EARE M1. 197, raoc 工时 ,有 


log*M (tr, HK {log* If (9) ] + log* log* T 


+ dog L log — LL log*log*M(p, j) } 


(2.27) 
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En © 


(2.2) 在 Ot b dE dE AT (Or , 使 
etz l= 1, BIHO mal (eQzo , & 


_ 1 — r.i F 
Fit) = pta rob — (dtl 5D, 


HTFEGO) S0, F?() 1, HE (2,2600 xx, jIO«- R«1 Bj, 


logM (R, P< — {lot LOI 


+ 1 2 Y 
Ttlog OOJ + log .—— 22 


而 
- 1 
F(0) = dics Fo), 
LFG+ 60) | = (rs) ET Ca) = L ro 
[4 


logM(R,F ) Or {lost ifa) *log 5 
ù 


+ log 2} (O<R< 12. 


取 R = TTo, Mza CL-yo)Reo=e。 因此 
ù 


log [F0] = log* [FX Re") | 


K 1 2 Ÿ 
-=> d log* —-- — 
VR [es FO ) +log Ó-5 tog ix) 


再 注意 1 -R- Dli-rÓEI-5n21-s 便 得 
n 
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———. ————— a — 


log* jf <E- flog*l ft | log 2-1, (2,28 
l-r i-r 


为 消去 f GO. SDUPTUE (2.10) FARI BAR KBH 
可 得 

k 
Hoop ife | + Seco] 1. 


yi 


故 


k 

log’' [f(z0) i log* | f€02 | + © log* | f0) | +logtk +2) 
yel 

f? (0) 

fco) 


k 
<{k+1)log'|f(0) | + © log* 
y=1 
+ log (+2) 


k f? 
sk Dlog' ift | + Sm (r, T) 


v-l 
+log (k425. 
又 根据 定理 1,137 及 〈2.28) À, MAT ph, € 


log Mr, f)-log'lfC [< log* Ifo] 


+ log* tog* + 1 clog E 
p-r 


l| 
jf (o0) 


+ log La log 工 + log*T(o, | 
Loser Y 


1 


K f 
| + 1 + zc E 
os] og*']ftC0)l- log*log FO 


1 


+ 1 


+ log L+ log 
T 
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———— — --— + 


rlog'iog'M(tp, f) | . (2,29) 


因此 ， 元 论 是 情形 C.D 还 十 (2.20, 根据 (2.27) 式 及 (2,29) 
式 ， 当 0 之 7 之 Pp 之 1 时 ， 有 


A K + tout __ 1 
log Mtv, f) M 3-3 log*!f(0)! + log‘log FO 
+ log L+ iog—l- +1 
T p-r 
rlog'log^M (p, f) | . (2, 30) 
E 
U(x)z-zlog'log' Mtr, 
4: (2,30) 式 现 边 取 对 数 ， 得 
ETr)< olor— Doa log À + 10g*|f (0) | 
D ~Y Y 
log*l —— +K +log'U 
+ log" log. 机 riog U(p), 
RIBEESIEE2.5. CHO, 
pa | 2 * 
UE |; log, t log*|f(02 | + log* log* BOT 
(2,31) 
在 (2.30) st. Mo- per 并 根据 (2.3D 式 ， 就 得 
Lo] [Y ES | + + 1 
log* M (r, i? Mpeg : leg IF(0 + log | CO» j 
+ log- b. (2.32) 
]—r 
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Arx uEWDE 55 
C1) f9*9(52 0, e, GERERE (2.1 的 讨论 ， 
El (2.27) 式 对 任何 0<r<po< 1 ÉD mor. BUB Ys 9282.5, 
(2.21) XY. 
(2) fr) 0, Wzn —50 Gi—00) , dE f5* UR) 
+0, FE 


fa (2) = ( 


1- Iz Cnt QT [zn z). 
CET, aO (2.32) Te BIO 1H, 


log Mr, fq) << D {log* Ifn0) | + log* 


2 
+ l | 
ET ] 


1 | 
|fn X02 | 


在 上 式 中 令 n= +eo 就 得 (2.21) 式 ， 至 此 定理 2.10 证 毕 


能 庆 来 指出 ， 若 能 把 〈2.21》 REB logt ECT 
去 就 更 为 理想 ， 我 们 可 以 解决 这 个 问题 ， 这 就 是 下 而 的 定理 ， 

定理 2z.11+1 BRANKO 在 |2i1<1 A 4A BE. H f(2) + 0, 
f (G)x 1 0, ， 则 对 于 9<r 之 1， 有 


K 2 
-M z^ log: SU 
log G,D < 一 {los [F09] + log 7}. 


(2.33) 
其 中 下 puts T k AREN. 

证 明 Ai (2.21) 5$, #ifC0)| > 1, Mi (2,33) LEA 
成 立 ， 今 设 [O0 1«1, TRE (OD ， 取 E=Yyegy d 
Mor, = ft. EIKGDOI[x1, nj (2.30 sk AUR. ^B 
BIROII. FAX OC 上 存在 一 点 ze = 7060 CO rar) ， 
IE lfCroeit)| = 1, X 


56 TAEAE 


一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一- 一 


2 - 
Fea ron CH. 


T o— 一 一 -一 一 一 一 


HER, dE «app F0, FU)(G)x T， 根 据 定 理 2.10， 有 


K 1 2 
+M D - 
log (P, P) Us| tog 1-5 leg À) 


(OL pe 1). 
H R fér=r +i -r R, TAE 


log*| P(Re }|=logt M(R, F) 


K 1 1 
jrop_l.. el 
SAR { Og yy * log "M 


而 
ERED | = bc LÁ KO] HE, 
o F—fTa 
R qop 9^" 
va 
log* M cr, f) < log - 
iX BEHEAN TEMRE E. 


EREHE k- O RREA SchottkyC13(8 my, RA 
Schottky M, Mk= ld, RA Schottky MM . 

现在 我 位 来 证 Mortel 定 则 《定理 2.8)》 EMiranda il CE 
理 2.9》 .根据 定理 2.14， 只 需 证 明 族 (O0) 在 DD 内 每 点 正规 . 
ER LED, FRA- AR, d& CI -£| «RD c D, HT 


任 一 f(x) €. {f(z)) ， 任 取 一 点 #0， LE 作 
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B 1 3 
eos TRE k= 0). 
4 
于 十 8g(2) 在 |z|< 过 1 内 满足 8(z) 三 0，g P (z)sc 1， 根据 定理 2.11 
有 


log*M(S, g )<EK (14 log*jg(0 |), 


也 就 有 
log* M(E, Zo, Deka +iog*|f(ro)1), 


再 根据 定理 2.7 可 知 ， 族 (00) FER = € IE. 
我 们 还 可 以 把 定理 2.8 及 定理 2.9 的 条 件 减 弱 . 
定理 2.12 db (O) 为 区 域 卫 内 一 全 纯 通 数 族 ， k 为 一 非 
负 整 数 . 若 族 UC 中 每 个 国 数 ICED 内 满足 OO 0, 
fz) 一 1 在 口内 的 零点 个 数 《 重 数 不 计 ) 均 不 超 ibm, MU 
UCGO) E D AEM, 
证 明 ”和 任 取 定 一 点 ze CD, WHE XE 382.1, HE uE HK 


UGO) 在 点 zu 正规 . 作 圆 C， [2-z, | RHC CD, ££ te 
序列 faco)€ (GOD) (n=1,2，-…) ,最 然 存在 如 (z) 的 一 子 序 
Fi, PEDRA fne, Ef (x) 一 1 在 C 上 的 零点 数 EAR 
HO THO m' (sm) , DEF AIA ni nes cU. Zam = 
1 ，2,…》， 不 难看 出 存在 fa CORIT UT S]fa,CO s zni 一 > 


zi(p-—00, 1-1, 2, em) , & C=C- {Zi |, ml’ dH 
据 定 理 2?2.1，2.8 及 2.9， 族 fn EN) 在 Co 内 正规 ， 再 根 据 定 理 


2.5 可 知 ， 族 Un:(2)} TEC AEW, WFE {fn,(*)} 的 子 序列 
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— m — r -rmm Ec T — = 一 -一 -一 一 一 一 -—X 


也 就 是 族 Una) 的 子 序列 在 C 上 上 内 闭 一 致 收 黎 或 内 Bj 一 致 趋 
于 无 穷 ， 从 而 证 明了 族 {f(z)} EA EM. 

Miranda 定 则 的 深刻 意义 在 于 它 开辟 了 函数 结合 其 导数 的 
正规 定 则 的 研究 领域 ， 下 上 节 中 我 们 进一步 讨论 这 方面 的 内 容 . 


$2.3 Miranda 定 则 
与 微分 多 项 式 


HaT Miranda 定 项 后 ， 一 个 自然 的 推广 是 把 Miranda 
RE DU pg Se V EUP DDR SEP ER Ex (H 的 条件 改 为 微分 多 项 式 取 值 的 条 
件 .Yaliroenc13 首 先 考 则 了 这 个 阿 题 ， 他 建立 了 王 述 定理 ， 

定理 2.18 dk (G0) ARER D A —ÆS MM, os Gi, 
e. GN f EE. os 0. ER UC) 中 每 个 函数 CA) TED 
内 满足 fi 0 E 

afta rauf et, 

WipE (G0) Æ D AEH, 

和 庄 鞠 泰 613 又 把 上 述 定 型 中 前 系数 Ga. Ga. c0, 00 RIE 
成 全 纯 阔 数 的 情形 ， 蓝 得 下 而 有 趣 的 结果 .后面 我 们 仅 就 庄 匠 泰 
HUE HN LA EME, FH SR AR ER DEN T XHE2.15. 

定理 2.14 设 UCOOD) AKR DA — awu. 2,00, 
4,C2), ce, a (ORCE) — 28. D Hé, a Gat, 
C) 0, GE {f(x)} MATRA LOO TE D VI IE S 0 
K 

a, (2)f a Qf! te tar Ca) 1H)&CG), 
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则 族 (00) Æ D AEN. 
31258 88 —T- 9E RE BB. 
引 理 2.8 设 了 #2) 在 |z|< 之 RR 内 全 纯 ， 且 f(2)+0, Fl, 
其 中 F(z) b. GO & b GDF C2) He + b OE a), 06,0), 
56,00, ce, UALR PER ARIS pU. 着 fF’ (0) +0, 
则 当 Q«zr«R 时 ， 


log* Me r,f) cA EE log 25 + log*R + log 


+ PER +log*|F(0)| 


+ log* FT £ 
其 中 天 为 与 上 7 无 关 的 正常 数 . 
证 明 ”出 恒等式 
l,.F F-1 F 
f f F f 
得 
«(sen (5) eo (rE Je nea 
+ log EX + log2, (2.34) 
riti 
F k j C 
" (n) 2. m(r, LO (2, 35) 
Ht (s, T) Sy (r, 三 +K. (2.36) 
1=1 


Bt, BIESENLIS, MO«rpcR, pl = FH, 


60 — WM EIE 


一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 


oC 


t (ek { 1+log* 


rt log* ++ log*p’ 


+ log'log' ri iT Fo — 


+ log*T(p’, F-1) ! | (2.51) 


T(p',F}=m(p",F)< m (o, 7)*ntr, f) 


k G) 
S< m (p, f) +> mio", L) +K, (2, 38) 
141 
再 根据 定理 1.13“ 并 结合 (2.34) — (2.38) À, 340 v «CD«CR 
时 ， 


1° 1 1 à 
m (r, FE { lo log*- + log* —— t log p 


+ log!log* + log*fog* 


1 1 
ifco] tF(9)- 1| 


+ log'T(o, f) } + log[ FC05 —- 1] 


1 
log 1T _ 
tO BTE EFC 


FH 


Tir, =T (> +) +ilog}f(0)| =m (r +) 


+ log|f(0)! 


c K {1 + log* Z + log’ t- + fog*p 


xg LENUE éi 


一 


4 1 
+ loeloe pegy log lo TC) =1T 


+ log'T(o,f)) + log |f(0) | + log] EC00 — 11 


= -—— — 一 - - 一 一 一 一 一 


1 
log Ll 
= oB Tr 


又 根据 引 理 2. 3, 
Tir, PZK {1 -log'- + dog + 10° p 
* log*T (p, pi + log*| fC0) | 
1 
log* |[F(0) —1| + log* ———— 
+ log* |F(0) | +iog EO T: 


EARS 5, SO rr RB), A 
Tir, D«K {1+ log-Ž— + log? log 3 


+ log? [KO]  log*| F) + log* gray} 


BER 
Rer, 
2 Etr (CO<Tr<CR) , 
logM(r, fx — (527 1) 
2 
就 证 得 引 理 的 结论 ， 


现在 来 证 明定 理 2.14. 4 E Xp aQCO 5 COO XEDIR D AN 

AFARA LK, Hic G=D-E, REE 5 A mW 
{f(z)} ARR G AIE, KREE., RIE ik (0001 

在 CAR- AEW, AARE-A2CCG. FREE. d, R 
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MURAL KR xS UC), XE (GO 
AE— B3 f(z) 在 U (zo) 内 或 者 恒 有 |f(x) | <K, 或 者 恒 有 


«EK, EN k-z <R, Bi l-z] ECG, HERG) 


ko 
€ Uc» . Wing 


En 
C 


FQx)- 


(2) ALZ} p u 
CR) p (o 
+ TET Fk’ C2), 


aE) 
CCE) 


H = max | 
taiak 
|z — zo| ÆR 


5 


o | 和 CD 
z~- fol SR CZ} 


. h 4 
ó = min { h, 4” 1} 
现 区 分 两 种 情形 ， 
C1) 在 加 1x*-zo| e S Loir FAN <, 或 者 恒 有 


$ 


[(22| >l, 
C2) EM |z- 20! < 人 上 存在 一 点 6 使 FE) = 1 ， 此 时 ， 
我 们 再 区 分 为 两 种 和 销 形 ， 
(2.1) 在 kx < Es BUR 
k-1 


l 
2, FPO + RO ST. 


i= 
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re —Ü 


PEBER, Ælr-2 < 二 上， 有 


故 根据 定理 1,13’， «orco LE, 有 


02 4 
F jtleg e D 


z 
ame, 
— 
P: 
hor 
IA 
Mr 
3 
Sem M 
a 
gr 
nal 


-k+ logt H«K Et log? À 
t log? ptlog'- 5—; + log T(p,6, p 
log* log* 一 一 - 
nes dy 
注意 CO) = 1 及 f20 jz- <d), mH 


TGQGSD«K {14 logt La log*p+ log* 1 


Fr 
tleg*r(p,6,f) } , 


应 用 引 理 2， D, 24 0 << Éni, 


à 
| 16 161 
Tr, 5, —K { log 3i. + log | 

l6 
故 
MET 
aó 
log* MC MAD ^30 8. (5 6, f «E. 
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— ——— —À "er—— 


另外 ， Bi |z| < 总 包含 于 加 k-i «c. 因此 
log! M ,月 < 下 . 


(2.2) dE x —z < 全 上 存在 一 点 #1， 使 


k-1 L 
2, £O GO + (FUIT. (2.39) 
j=0 
我 们 又 区 分 为 两 种 情形 . 
(2.2.1》 |E (zi 7 1， 这 时 ， 应 用 引 理 2.6， 就 有 
+ á 
log* M (A, zu f)«K. 


由 于 图 | z| «S Ed pecu <5, 故 
log* ue Def) CE. 


(2.2.2) IF) «1, it, 我 们 首先 指出 ， 在 线段 
C 上 必 存 在 一 点 2, EI (zo) 20 1, BERRE, DE 
€, LER [FG «1, FEREZ, 18 


max |F « |FP(2,) +1. 
zCt 


hemax [|f'&(z)| s max |Fz)l +H f max |/(2)| 
zeiz, zEtz, zetz, 


+ max |f’ (x)| ++ max | foD (z}| } 
ac ZE Cz) 
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si FG,)| +1+H { max [f(2)l + 
Jo zttz 
+ max [fÓ7!)(z)| Y. 
zE CZ; 
根据 o 的 取 法 并 通过 积分 ， 可 得 


max [fG-0 (2) [gyt (z,)] + LT | Pe.) | 
Er. $ 


ò 1 89H f 
UU d max FE) 
xEÉZz: 


t max [fn (2)| } «r0 
RE, 


1 1 | 
十 | 百人 + 231 max fizy | 
zc tz, 


Tec max |E Diz) |} 


zt 
于 是 
max [fG-0 (a) 2 97D (2,5 + | F(z, 2|) 
zer, 
+1+ max |f) |+ + max [f(t-2) (az), 
zt, zE C2 
at, FE 
max |fe) [eg p97 90) + pfo (| 


zii, 
*FGO[» +1 
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—r —- 


—— - — —2— 


+ max |F| +e 
zetz, 
+ max |top). 
zetz, 
IKIKBESET X. HF 
max j|f(is20 fa lr Grece + [FR I 62) 
zE - 
+ F(z)1)+ À 
5" 


HER (2.39 À, ÆlfO)I<L, RSR (2》 的 假定 1 FE 
= 7. 


Ee, cz EFP z WIF (zs)| = 1, WM zCi,z, 
时 ，|F7(z)| 志 1， 完全 类 似 地 使 用 上 述 方法 ， 可 知 
[0E 1, [FGQGuD[ 1, 
于 是 ， 应 用 引 理 2.6， 有 


log tM (È, zas f )<E 
再 注意 到 圆 | z |« dry ls -~ zl «Tp. 从 而 有 
logt M (2.5) <E. 


Zu 2,4, 

上 述 定理 的 条 件 中 ， 关 于 了 及 其 各 级 导数 的 线性 组 合 是 否 可 
推广 成 关于 1 及 其 各 级 导数 的 齐 次 多 项 式 呢 ? MIE, Valironti? 
DRT ES. 首先 我 们 引进 一 个 概念 . 

定义 2.6 一 个 t 次 常 系数 齐 次 微分 多 项 式 H(f, F, fO), 
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一 


以 e RE 后 即 可 吉成 efP8 G(g', g”, «c, g0) , ERG, 
g",--,g M) HETE s co, 8 人 0 的 微分 多 项 式 ， Xp GO , 8", 
A. go) 可 吉成 
bg It h(g', g^, -, go», 

其 中 系数 bs 0 mi h^ ag". e, gU» SAMANTHA E 
HisX, SEGA xD HodpBiESPUCHEED EME. 

TRER Valros AK, 

定理 2.15 设 UGOO) AKR D a-e AAK. 者 族 
Fe) 中 每 个 函数 f(z) 在 DD 内 满足 f(z) 志 0 及 HH Gf, E) 
志 1 ， 黄 中 五 为 非 退 化 齐 次 微分 多 项 式 ， 则 族 (OO) EDA 
正规 . 

我 们 还 可 以 把 齐 次 微分 多 项 式 的 情形 推 ” 为 非 齐 次 微分 多 项 
趟 的 情形 ( 见 作 者 [3 ， 这 就 是 下 面 的 定理 ， 

定理 2.18 设 (CO) 为 区 域 卫 内 一 全 纯 臣 数 族 . 大族 


(G0). AT MO Æ DAS BR EGO 9e OR D HF, s 


$21] 


f «e 22e Q, Ar Hp, Cf, f » eos, f OS) PA PAR AER AEST UC PR 2) XU, 


ORPI Pr Pns m2. WE (OOP dE D AER. 

旧地 定理 2.16 是 定理 2.15 的 携 广 ， 因 此 ， 我 们 只 需 证 定理 
2,16, 

任 取 定 点 6ED， 根 据 定理 2.1， 上 只 需 证 族 (CO) WALE 
A. RER R 使 《1x 下 <2R) 二 DP， 为 简单 起 见 ， 不 妨 设 = 
0 ， 了 =1， 肖 根据 定理 2.7， 我 们 只 需 证 明 ， 对 任 一 点 20 (12e | 


PE u B 
CEY REIED) , EA 


GA EME EM 


M(—, 2,8)<K ( S + letza) t}, (2,40) | 


其 中 五 为 绝对 常数 ， 3 ARERO ESTEA melz) = 
logf(x), üximíg(z,)) «22m, 

WE (2.40 式 对 基 个 fE (F2) FRE, BUSES EET COD 
中 的 定理 4， 在 区 iv -ai 和 |<p MES DER X OO 和 60v)， 
f&kGocECz 2,110 HR 


&Ch(v)J = ev, (2, 41) 
g' (hv) = e500, (2, 42) 
上 [和 下 | <a: ptllogo)** (a= 1, 5, k), (2.40 
logp -a4« |ð) Za, loep, (2. 44) 


其 中 Fin Ga. G; AGRÉÉES, LÉ SANEÆR |v — e | «o 
Bar. PD 
95. (2, 45) 


”根据 Rouché sg HE, 在 Mle- ep] <ZA 4x BE PRO 


au), ae € IW. |r 一 8p IH 


OCH) + OLALI], 
Ea f=e {A Ho, WE 


Hp, if f, £02) = ePi {bcg Ji thg gore, g 4) }} $ 


HP h BRXXUPRTa. X 


= 经 .二 - ar d 
j= max dz; 91 ds: TT at, 


re 


(ps p Ds P: 
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JEHE 
dii "Hi .. dis "Gi ..,,,. dii ^ di = 7 
Pi — Pi Pis — Pi Pt; -Èi 
(2X&i,« ei. 
BEA 
bi + Flg, g", es O0 ) (í-1;,1-1,-,D, 
giz) = 


EE les og) 
| ce ) UL "s (8 T sk )} 


GÀ, j=}, "tts l, ) 


其 中 Bi = (pip) (1290-2). 于 是 ， 根 据 定理 条 件 ， 若 令 


z-hCe(u)J, Male 一 epl «M, 有 


th 
Nahcocu)me Pt POR, (2, 46) 


t=1! 


35M RNAV. ZR TIBI ER PER: 


bt, — Pi Pi-1 — Pi 
Bi, W Lb W + +h, 
又 令 
Bi; (i) J 
b; = | 
0 G1), 
HE Ur =W RER R, tE 
m 
s " P. -P 
d= min [Deje Moon 0. 


[t-u =R 3521 
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— — Lam 一 一 一 


显然 ， XE un = Wn + 2nmi (n=0, r1, 5, l| sr — Tr 
# À 


m 
. * P-P u 
min | > b: e CF.) =d, 
uni = R i=] 


S pre P in 0 
ícl | 
再 由 (2.4D 一 (2.45》 式 ， 当 5 充分 大 后 ， 恒 有 
"t (p-p ) Le (p-p) 
[D athto(u)3)e PrP, -Dbe PUB, «d 
i-1 | f-1 
_ D 
(du zipi | <L.). 


WHEE n, tE 


lun a, pil «| Reti | + 2r = log | +97. 
Bos 32» 2 (R+ loglW,1] + 2x ) 时 ， 
(ut) <R) ua, pil <£). 
于 是 由 Rouche 定理 ， S adone 72 A| o u, 


$2] 
«Ru, MATRE Blu - mpi KETARA EA. 这 与 (2.46) 


APE, EX (2.40) 式 成 立 ， 至 此 ， 定 理 2.16 证 毕 ， 
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82.4 涉及 重 值 的 正规 定 则 


E BEE SEEPÉPTT GERE RE PUTB, GERE IE a H SP ROC 
取 某 值 欧 情形 . 我 们 要 问 , AR FEU, 又 如 何 建 立 相 应 的 正 
ANSE? Montel 首先 利用 模 函 数 证 其， 阁 区 域内 金地 钞 
BE {f(x)} PETER fe) 取 0 和 1 之 点 的 级 分 别 可 被 m ERE 


尽 ， 其 中 二 + Le 1, WR (OO) D AER. Bloch 与 Ya- 


liron 建立 了 一 般 性 命题 ， 设 {f(x) P ER D A- Ami 
AE. ER (O0) 中 每 个 函数 FOR qGe 20778 M pe À 
{E 4; (iz 1, Zy tt. g) Z A RR EJ RM mis, EH. 

g 


| (1 -L)>: , 
DUR {FCO 在 DP 内 正规 . fifi] el BEC E EE SRL DT Al IESU 
PR MAIS JE, HAEREERE. diff, ETH 及 导数 的 
E ERRAR RO IY REAT TEEM. 

定理 2.17 设 人 f(z))} 为 区 域 DD Aes ESO, AE R) 
中 每 个 函数 (#2) 在 D 内 满足 {x) 寺 0 RPC) = 1 的 零点 之 级 均 
KT 1, BDECKOOHIED 内 正规 ， 

根据 定理 2,7，、 我 们 只 需 证 下 面 的 界 潮 定理 . 

引 理 2.7 WFO FIL L E fO 0 EEO- d 
零点 之 级 艾 大 于 1 ， 则 当 0 <r< 1 时 ， 


72 EHAKE 


UL B1 Tk —— —Ó—n— SE —À RR. 


2.— + logt IRON). 


—— 


K 
pz 94 
(2.47) 


证 明 EHO Co) +0, fO0)-1#0, KEFA 
1 f f?- 1 rii 
E p 


a À 一 


log*Mtr, P< 


m(r, 1jam (r, 5 ) +m (r, I 
+m (r, ns) + log 2, 

应 用 Jensen 公式 ， RH 
TETE (LE) 


ene CE 


D 1 GM o) 1 
NC en) tn erro | 
t log 2 
_ f? jó*n 
=m r, =) +m (r, ; ) 


Jik 1} 


+m (hr) + Ni) 


- N (s. gs F )* log 二 
+ log 2 
«M (r, Tem (7, T 


éd dw AG 7} 


-一 中 0——— -— 一 一 -- -一 一 一 一 一 


+ i oiv, Jp AN (r, goi) 
4 lo HC 02-1 


而 FDC | +log 2. 


AT 1 1 1 
N (rx, )*x (wt) 
- TG 1) 


1 1 
t—log-——————— 
2 F500 


1 Fos 1 
«3 mr 5)» lo 
+ mr, D 


1 1 
+ 一 -| 
2 OO- 


m(r,f) x: 3m (r, r^ ) + 2m (r, PB 


(Ek 15 
+ 2m (ré 一 r) 


+ log ft C0 )- Li + 2 log T tro 


+ 3log2 + 2 log'if( 0 X, (2. 48) 
B. (2.480 式 册 发， 完全 类 似 于 在 定理 2. 10 的 证 明 过 程 中 ， d 


?4 EMAMAMEMM 


_ - à 


Q.22 式 开 始 所 进行 的 步 又 ， 可 得 


log ^M (r,f) < i {log uf 0 ) + log 


+ log À } . (2.49) 


its 090 0xkf?C00— 1 0. 我 们 区 分 两 种 和 馈 
Æ. 

(15 [P+D (z)=0. Ent, ARE, 10RJUEB] SE RE E 
对 情形 (2.1) 的 讨论 ， 即 可 知 〈2.49) SOR. 

(2) FT (z)se 0 RH D (x) — 126 0. $E Xe — A SU 
fn» 0 (n—90) (Hic tU ue 0, f" (D - 1x0 (nat, 
2,2). 

[3 


(H= 1; PARLE" ). 
应 用 (2.49) AT fntz), 18 


log Mtr, fn) «—- {lost + log*ifat 0 jl 


dti 
1jnC 0) 


FEAP no, $$ (2,49) X. 
再 仿照 定理 2.11 的 证 明 ， 就 可 导出 (2.47) À. 
熊 庆 来 和 何 育 肢 在 其 文 (11 中 指出 ， 堵 把 上 述 定理 的 条 件 


HAORA AR Sm, l'a) 1H o A LR en, w 
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— 一 一 -一 —— ——— Le o i 


2-141, WDR {F(z)}》 似 乎 应 正规 ， 后 来 , 杨 乐 给 出 了 证明， 


并 且 他 和 张 广 厚 1: 建立 了 更 普 训 的 正规 定 则 ， 
定理 2.18 Ub {f(z)} MD DA AMAR, Hp 


KAORE CLERI. PU G)- 1 的 零点 之 级 之 #1, EC — tt l. 
eLoci, 8 UG) 在 DP 内 正规 


AM HSAEER2.7, {LR wu uH p TE Ar 
3EE2.18/  WGUFlz|« 14H SCORE À 之 级 六 了 


f 0) - LE LEA m gt + ES ELLOS 


M, CH 


log*M (7,1) «E (Yog*IfCo > + log — À), 


(2.50) 
Rer CA AR IR EG FE, min ER XE. 
证 明 Huit 1)0€6009e 0 Ie. CH 


log * Mer, f) < 5, (loz*|fQ 0p log* If? (C0) 


1 2 
+ log' F FC" log si) 


CO<r< 1}, (2,510 
起 设 了 0) 三 0， 了 C0) 1260, Br f SEX, 


f ALL i fet» 
Pope o | 


—r TEn CR A mA 一 Adi: 


16 亚 纯 函数 的 正规 族 


ns Aja (», e n(o, LE qeu) 


+m (5, Jen ) + log2 
=m (nE) + (r, FED) y m (r, I ) 


i "d ooN (r, in) 


log [L— C eig tlog2, 
FX 

mir, j) =T (,f) =m (+) (r$) 

+ log|f( 0 )| 
enm (r, P). tn (一 ) 
tm (nop i) + Nen (7 4) 
EN (r patr) ie IS 
+ log 2 +logjf 09l. 
Ta 
Ni) (n +)< ER N(5, PE ^ dm Cr, f) 


— k c1 loglft 0) P 


No )S inf. JOTT) 


D Nui (5 F) SURE AUR OG EHE QUIE, MAMIE +IN 


k + 1, 


MAMIE CMN 77 


1 1 1 
cT G) 一 ) E E 
<— (nf 1 Flog 


1 Ft 1 i 
1 
] | 
"s OE f63(95 -1] 
T4 
k + 1 
(1 DIL - lm, P 


«(1 +1) n(r, D) + (sE 
+m r, Hi) + ( 1 + + Jtogz 


+(1 - 4 Jtog|f e? (00— 1| 


«(1 - 1. JlogIfcool. 


再 应 用 定理 1.13， 引 理 2.3 及 引 理 2.5， MA (2.51) AY. 


Af 0 ) = 0 或 fi (00) 一 1 = 0， 可 取 点 列 xn， 使 2n->0 
(c0) IL Cl- 12,1) FED (xn) 


FO (an) -i0 (n= 1, 2, +) 


fn) 


x0, f(Zn) A 0 R 
,再 应 用 (2.51) 式 于 


E 1 
C2.51) 式 ， 


F8 TE bkin E 
现在 对 fttrD (0 ) 区 分 两 种 情形 . 
C15 fé 0) 1, HA, PH (2,510 x, # 
log*M (r, PE {logt 1fC 0 31 + logt (0)] 


1 -rf 


十 log- 2) COT I), (2.52) 


(25 FEO coo] sl 任意 固定 n 0 <r< 1, ERG re, 
EIE Mir, D. 我们 再 区 分 为 两 种 情形 . 
(2,1) 在 O22 上 恒 有 If07 oo p 1. JE NT, 
Nis iciftoielf'coolerc cif ?€0)l. 
FH 
log Mr, f) <K(1+log*|f(0)| - log* |f' CO | +. 
+ log* |f 4 «n, (2.53) 
(2.2) PE AZS" CO Er , $E IFSP 0l 
-1H|j*9Qo|s 1 GeOz,) ftr 


Fiz) ETSI FEZ El — ral), 
MER] (2.5D APEZ), 18 


log+M (p, F} < zi log* | FCD EL log* 4 P? (0 |] 


+ 1 2 
+ log FUT 十 log) 
K 


2 
EL LII. o- L——ATt-2 * 
K (logg + log HG) 


l | + | ELE) ` 
+ ik4 log + log |f Co) |) 


(0 «0c 123, 
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再 注意 到 
logt IF (x, | log* |f ? C00 | 1, 
log* |f zo) ] CF 221og 2 4 log* |fC 024 
*log*|f' (0) [++ & log* |f? C021, 
HRe, Ez, + (1 -rRe =E, Mini 


log* M ir, f) «les 2 


i. tlestlfco)] 


+ log* f (00 ] ++ log*1f9 (001) 
(2,54) 
于 0 <r< lg, 
RÉ, (2,52) *j (2,583) sk (2.540 式 的 特殊 人 情形. 
我 们 任意 固定 r， 区 分 成 两 种 情形 . 


GOD zi Bb fov 0, À 


Fo Gur). 


REI S382, 7 FR CO, CN 


log'M (p, P) < (log + lost [P (© |) 


1 -p 
CO «pec 125. 
特别 有 
log* M( 二 ， F)< 2K (log4+k log x: 
+iog*|f(0)1). (2.55) 


AHE R> 0, 有 


60 Ekm at NOR 


-oC 一 一 一 一 rm 


IF v» | «LM GR f) G= 1, 2, 9, 


RATE R = LA, JS (0.55 À, B8 


2 " 
- + log fCo31) 


log* |f? co) | «(log 1 


于 是 ， 再 由 (2.54) RATH, 


K 
log*M Cr, 万 < (log — «log*|fco»1). 


(2) FFE Atos ec, Efi) = 0, TE 


fd Ef Za e = fO (0) = 0. 


应 用 (2.54) 于 FC2)， 得 


log *M(p, F) M. les 
CO pc 1). 
注意 到 
M (p, F) = max |fez) ls 
z-z | a - e 


242 
并 取 o- LU, WA F-H pe 1AF R ejer) 


L +7 


C z= z| =y) s MA 
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log^M(r, f) < og 


至 此 定理 2.18' 证 毕 ， 上 由 此 也 就 证 得 定理 2, 18, 

Haymant 2298/38. TX D 全 纯 的 函数 旋 {FC} 中 ， 
每 个 函数 (2) 在 DP AHE fü i:,H'neam1.9943 000] 
在 中 内 正规 . 

ERA a 20, BRAIN 18. 事实 D, & 


F= - fU, WÜBGEXEZ. 1852. A (FOO) 在 D 内 正规 ， 从 


而 族 (00) 也 在 卫 内 正规 .该 猜想 当 #= 1 时 ， 不 入 前 已 为 


OarxEci3 所 证 实 ， 我 们 将 在 第 三 章 83 5 节 中 讨论 这 部 分 内 
容 . 


82 Spb Hi NCC IE MON 


—— Or — 一 一 一 一 — PT re 


PRÉ PSE REX HIER RE 


$3.1. 定义 及 其 性 质 


定义 8.T nr) (n= 1，2，…》 为 一 男 数 序列 均 在 一 
RDS. SHEER GO HD LAPS, MEHEA 


zo 扬中 ,存在 一 分 域 N(xz。 YN c4) c D), An O3 7 ENG 5) 


EIEH XR M. 380 pg St 
O RRES, YEDOBRD EME -FOKAK TA MAT fae) 
XEDU e AOC TE MAUR, XI GLIRIB SUE, RIE 
定理 3.1 FRERE EAM- KSE MP Bb ERE A fn GO SR 
RAS C2) TED P3 X A E BER 2 X E co, 
证 明 QE fODoc. RE- oi Za CDU f(2,) &oo, ER 
Re ED, BUFER RUE FCPI. AI HAL 
(CD) Hik: Ht, RIEA REMEH, HEARANN 的 和 后 
CAT AIEA EA CORO , CE,’ e COn) » Eg, 
BAIE T gH G= 0, 1, +, D Eh 或 


nE 5 —Süprey. FEWE, MI FC) ÆC) ét. PERR, 


FHEMAIENK 63 


— - 


NT as 在 C(xo》 全 纯 ， XB 30, Bi 


Fo — 0, T 


RFC) Ci) Eai, BFO C) NEC Wai, À 
ECO A fO) ec, RNE NHA À KE MA C2) 在 
Cz) POES WER, REIO 在 C(x*》 内 亚 纯 ， 

推论 RME f(z》 在 DD 内 某 子 域内 枉 为 co， 则 在 D 内 
IRA oc. 

内 周一 致 收 就 福 让 分 式 线 福 变 换 焉 是 不 变 的 .这 就 是 

定理 3.2 设 亚 纯 函数 序列 faco TED EPRBE— Sc Sx, 6 


g (2) thti (ad-bcspO, n=1, 2, 9), Wg 在 DD 


EtA 3 8 
证 明 由 于 各 (2) PREIS SORA P — Sli 
£, 5 5 Bez 0H}. gr = feb, ca 0 m, Er = 
p .. 24 
C 
ia + ， 放 我 们 只 需 证 明 车 MG) 在 D 上 内 闭 一 致 收敛 ， 
MAGO +a E DEENA- Suki, Ep a AER, 今 设 
RP Pi face) 的 报 Bi og 数 为 f(x)， 车 ftx) =w, MRAR 
F) faCz) - edbagD ENS. ft) AERAR, REIT 
waz ED, REC) +0, co, CPRdEGETELDIz.J9 4m Hm 
内 部 CC , (2555 Ci(z,) C DiBsfcx) %0, co (x EC tr)) . A AR 
EAS SAMER, RTE Ca C0) CG) CCG) B. 


f. C2) RS y 在 Ca C5) 于 一 - 致 收敛 ， 因 而 序列 大 (z) TE 


84 — LEN EK 


ro -æ 


C, {zx0) Es Sp fo) RE, (2) +a Ca Go) E— SU 


名 于 j (x) +r， 再 假定 f(x0) = 0,88 AEn ER a 一 中 必然 


是 fac) 在 某 圆 C(z) Eaka MG) +a i—i. 58 


后 假定 fi) = ceo， 此 时 -Fr Æ RM C GO 上 一 致 收 伍 于 


CGO 上 全 纯 的 函数 ;rzj A oy 0 故 可 找到 半径 适当 小 的 


|lC Ce» cC in & 2 XHT CG) FIEF 


hole det 


而 
Sod su. kh. io. i1.. 
fizg)ta +a f) Q, a 
fO) 
1 . 1 
f (x) c s 
t EES 


RREH ACC) 上 一 致 收敛 ， 至 此 定理 证 毕 ， 
定义 3.2 db {f(z)} 为 在 一 区 域 D 的 一 族 亚 纯 钞 数 .如 果 从 
这 个 族 的 每 一 个 函数 序 IAO (=t, 2, 00 中 可 以 选 出 
一 个 子 序 El fn) (k= 1, 2, =) 在 区 域 六 上 内 闭 一 致 人 


我 们 称 族 OO EERDE, 
定义 3.3 设 {1(2)} 为 区 域 总 内 的 一 族 亚 线 通 数 . 我 们 称 族 


ifc AE DE B DA dx EAM, 如 果 存 在 一 个 7% T Dit Liz. 
ES EI PI SR CGU, fex (OR TECCUOPHEX. 


Fa BAEN 85 


AMAA E i mi = p Re MES, 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


LU FRAIS HL THE PERI, 

定理 8.3 设 (000) 为 区 域 卫 内 的 亚 纯 函数 族 。 AARE D 
内 正规 的 充 要 条 人 忻 是 它 在 口内 每 点 正规 . 

18152[282,2, TE PRESE XSLRON fg £R Z1 HE, POE 证 明 上 述 
EM, 

应 用 定理 3,2， 立 即 有 

定理 3.4 亚 纯 辫 数 族 在 分 式 线性 变换 下 正规 慰 不 变 . 

定理 3.5 ”对 于 全 线 画 数 族 ， 两 个 正规 性 定 尽 【 即 定 久 2.4 与 
定义 83. 2) 是 等 价 的 . 

证 明 显然 只 需 证 按 定 尽 3.2 正 规 的 全 纯 函 数 族 按 定 交 2.4 
也 正规 ， 设 区 域 只 内 一 全 纯 男 数 族 {f(z)} 按 定 义 3.2 正 规 . [EU 
BH SC FU fn Ca) E (00b, TARA TSI] nr) $Rig X 3.14€ 


CD ENS FeCr), 我 们 区 分 两 种 人 情形， C1) 80D 
二 co， 寺 是 对 任 一 点 xE D, 存在 六 域 C(z) CD， 使 在 C(xz) 上 


—uy BATE, Mu) -RATo HUE REREN 


Al. m CO XE D EAD- SU T7527. C2) gO AD A 亚 纯 
KHA., ARERR maem, RIR GUN, HEARED, # 
EAC OTDI fm) ECE E-I. Heg 3,3.1 


RASU, TEXECLORO CD Hit fal) 或 在 


C eo-a FRE, Wu ze io) RE, K 


zs 1 *e OX | 


1 mil tier 


86 FARMER 


一 一 ——— —— —— —— 一 一 一 一 


CO (G0, F À- Ta à FE CO, GE Bltic 从而 


ECET LOSA, TR EE, 
定理 3.6 设 (00) AKRDARI ARAE. 车 对 任 一 
Az ECD, FERR CE) CD-ER EK, HW XHME—fG) € 


{f(z)} 在 C(z。) 内 或 者 恒 有 | fOO eK RAS PE «Kk, 


NUR 4f(220) EDHEM. 
根据 定理 3.3， 定 理 3. 4， 定 理 3.5 及 定理 2. 2， 我 们 不 难 证 明 
EES, 6. 
对 于 亚 纯 函 数 族 ， 我 们 还 可 给 出 关于 正规 性 的 另 一 个 等 价 定 
X. 首先 引进 球面 距离 《篇 称 球 距 》 的 概念 . 
定义 3.4 说 z;，x* 为 二 复数 《有 准 或 无 穷 》， 我 们 称 下 H 
的 非 负 实效 为 z: 与 3* 间 的 球面 虑 离 ， 记 作 [zi， ilk 
| ———Éa Fil oso 2,400, 2,40, 
VRBES NLPTERESEEME 
JL 


二 一 一 一 RO Za = CO, 
| M lclzl* 


(} = 00% Z,- CO. 
报 据 定义 不 难 验 证 
[zr 22 li | (E1009, 2,956809) , (3. 1) 
lis Ba l& lZ Zalot [Zas Zal (3,2) 
1 1 

ris Žal = Hn z? (3.3) 

lo og d. -log*iz, 上 十 log* Er | log. 1, 

lzi- z,| [zi i» 8s] 
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(Z co, 2,400, Xg) (3.4) 


类 似 于 哥 西 准则 ， 我 们 有 
定理 3.7 序列 (zn) (am 有 穷 或 无 穷 ) 的 极限 fim on 存在 


EFRA) 的 充 要 条 件 是 任 给 s 盖 0 ， 存 在 正 整 MON, 使 当 
m,nz-eNBj, |an, am| ZE, 
证 明 条 件 的 必要 性 蚌 易 证 的 . REE, DA RE SÉ 则 及 
《3.2) 与 (3.3) 式 即 可 证 得 .现在 来 证 条 件 是 充分 移 . 先 假定 可 取出 
Fan — FF Fino 1, 2…) 合 4n >a, aR A 


穷 或 无 穷 ) .再 根据 条 件 ， 对 任 给 s>0, TEQEIENEREN, Mim n> 
N 夺 ，lenen| 福 与 ， 取 充分 大 的 t, Em DN Hla e|, T 


| £ e VEN 
dre NI, lan al ion, an| 二 [Gn a| ty 0X & 
未 lim | 65, 8| =0, 

TI- ux 


改 


lim Gg — g, 
Ti—- 0 


者 序列 (enl P DREEF S ans 那么 除去 有 限 个 
Ah aAA, AA lim ant. 
3—-OO 


3gX83,5 fil PAM fani) One 1, 2, =) CPG) 
ARERI XE EE DiERREB— SONGS. MERR > 0， 存 在 
N> 0%, mNH. [fi(a),fmarl<e GER). 

3E X3.8 Bfn (n= 1, 2, =) 为 一 画 数 序列 均 在 一 


一 


1) 车 lim | ans a | =0 mifi&mlina,fzeizr, idfElima.-a 
oS Hoa + 00 


BB THERES 


一 ——— — a —- 一 一 一 -一 一 一 ” 


RRD SE HR 我 们 称 fa O EDE He 球 PREISE SX, 如 
E faGOXEDUS E—RH Hm CARRE HS. IRIBÓCPES T, 
ROGMEDARRENTEPFERAN, HEER # 88 0 限 
E 

SF FEAR TA, AD EN BI Soi H EED E TERES 
AH -- Sedis RE fr y, Gt E 

SEEÁS.8 fn) a= 1, 2, <0 为 区 域 D 内 的 亚 纯 函数 
序列 ， 则 fa C XED EPI ARR ARE 件 是 fn C2) Æ D 
PERRERA B) — Sic Uic 

WA SUP ARDENT. BICO MMA, EAR 
z,C€D, HN ASC, ETE CIN R Cero c bee Cond 


ERE MO 一 至 收敛 于 大 7 > RAT i BEREE Kn 


若是 前 者 ， 则 因 fz) 了 2 所 |fn(z) 一 了 f(z)l， 从 而 fat?) 在 
C) HR SH 若是 后 者 , alfa l= CL 


St sls FAIT CO Æ TG) LRE 
SR. BIHDEBUN RUE AN fn CO AD E Bois SO. 
再 证 条 件 是 充分 的 ，fn(z) 的 极限 函数 仍 记 为 1(z) ， 任 取 定 


点 ，zo。E DD， 只 需 证 存在 某 关 域 C(76) cD fnt) EXON 


dE Col, RMS PORRO EIE 

C1) fzo) =00, IJRIRREREBEI G3): cS REX, Xi FA 
Ek 定 WMC O GCD, GXXDEWOKN, EzE C (z) 时 ， 
If), DLL, 又 因 jn(x) ATAR EG MAÉ BR 


EMMMAIEM £? 


C—— r—— 


"--—— OI -— —— P— —— a — 


Cin) CC, Gu) , fixe CGU B, Mao, CINE 


ze C Hj, 
Iféxo, fr) lE) fu GO + MG fi Co) 


+ fatis f(z0) | «S. (3.5) 
由 此 推出 
FFC) 12. 

对 任意 给 定 的 正 MELD ， 按 球 距 内 闭 一 致 收敛 的 定义 ， 
存在 正 整 数 n。， 使 当 4 之 no 目 x€ Cao) BP. lfr), FOLE, 
再 由 (3,5) 式 ， 有 

fu, col < fu, fGD] + lt 


(2€ Ciz.) . 
由 此 可 推出 ln(x)1 > 3. 因而 -一 m HE CO D Hé 
H 
lfntz), FD) | = |-. + = | M 
n 
Mau n &H- 
Án 


A-H «5 o, 1€) |x 5 e, € Cr) ), 


90 XP *muuEXX 


一 一 一 —— — 


(2) fiw0) 志 oo， 与 情形 ( 1 } 开 始 的 证 明 类 似 , Te XE CC D 
二 户 ， 使 当 xz ECCz6》 时 ，|1f(2)| 扎 于， 其 中 天 为 一 正常 数 , 取 正 


né, fH2)|<— (xE CCR) ). 
24/1 -M* 


于 是 当 xEC Cr) ARnmNHSM, 
= | fx), ceo i 


|f, fn(z)| + falz) oo| 
1 


———— — 


LE 十 一 一 一 一 一 一， 
2. 1M? AT 下 


RH A lcck|fal* «2 1+M?, 
Mt 


(fnCz) — F2) - 1 + fn) 1 + CT 
x ffntz) , fin] 

EC 上 一 致 趟 于 零 . 至 此 定理 证 毕 . 

由 定理 3.8 及 定理 3.1 了 过 妈 有 

推论 在 区 域 D 上 按 球 中 内 闭 一 致 收 合 的 亚 缠 尔 数 序列 的 极 
P a c e 2 D PSE fp o YE D ANA AS. 

由 定理 3. 87 4E HIS, 23 Hl fg 

定理 8.9 KEDAR UE ER CRI PL fa. FEDE RÉ 
PIBI— ECC, DU] gata) ets Cad ~— be 0, n= 1,2,--) 
ED ERREA RR, 

最 后 ， 由 定理 3.8 可 得 关 寺 出 规 性 的 一 个 等 从 条件， 


EUN 
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定理 3.10 设 {1(z)} NIDXGEDUSBENESUPE EE. 这 个 族 在 
瑟 肉 和平 规 的 充 要 条 件 是 从 这 个 族 中 每 个 函数 序列 fn C2) Cr = 1, 2, 
e) 可 以 选 出 一 个 子 序 FE nie) = 1, 2, 0 在 区 域 D 上 
RREAN- Sus c 


$3.2 Marty 正规 定 则 及 其 推广 


1981, F. Marty ÆT — 4E RÉ ET A p C 
的 下 规定 则 ， 有 趣 的 是 这 个 定 则 所 需 的 条 件 不 仅 充 分 而 且 必 要 ， 
我 们 通常 称 为 Marty 正规 定 则 . 

定理 3.11 XE {fG)} RDA REA M, MIE (OO) 
在 DD 内 正规 的 充 要 条 性 基 ， 对 任 一 有 界 闭 域 CD, WE—-EX 
M-M(G), ， 使 对 每 个 1(z)€ (GO). EE 


| x UG 


证 明 ERARE, ROARI. BEEN 
HERCKCD, FEKS MEE ($00) 及 点 列 xznEG ,使 
lim e Enl ee (3.6) 


n--co 1+ lntzn) |? 


AE ldmza-zr. Fr EG, 由 {f(z)} 的 正规 性 可 选 出 


H— LAS 
子 序列 fai COLE CO) 己 D 上 或 者 fa, CO. — HRK T4 


HR EG), 或 者 了 ~ ,5 一致 收敛 于 某 全 纯 函 数 ， 由 于 


92 Ws iR EE IE M 


一 一 一 一 一 


or r —— r r r a, 


lfns (2) I Ke? | 
ifa x | 1 [^ 


一 


fn:tz) 


RIRE at nu man ERES. HERR ER C" (2,0 CQ, 
BR fa) = 1, 2, =) ÆC b- Rk MATH 


K> 04E 


dfn O01 | , u o. - 
LARGES fn, 《之 | zK {k= 1, 2, „ZEC (Zr)}. 


BAADA, mE) , AE (G.6) FE. 
MEERE DE. MEAZ CD BH K CC), H- 
2116 CCOZ,)c D, RAA, FERM, Gh 
NECEM 
1 +]f(4)1° 
FER IC (fO). zsz, +tre'ð (O<r<é) E 
k(D=arcte)f (z, +te'0)] (O0 xir). 


EM (E Cliza), JE {f(z)} ) 


于 是 


arctg[f(z)| — arctg|i(zo) | | 


= Rr -Al Où] = |. ^^ dil 
"n 
| | | 1 ! 


Y ei 
| 

一 Y Tr. ， d X. = ur. — = — - -一 一 
JEt Faorte det SJ ETE, ee) | 1 dt. 


` 


He f=u+iv, M 


FÉMMRANTME — 95 


d — — ———— - — ——— 


uu^ vv 


+ - - TC f 
D .. rz; À —-|[—-——— | = NY LE (y y* 
- LG te) | =t (GG. te 8], 


Lis 


ré m " 
[arctg| fiz) | ^ arctg fiz) | x K if (2, Hie } | 


e Mr-M|z-2z,| 
(zC C0), 


Tira. min {ð ul Ws LS] LH, 
retelféz PR" = 
arctg FO) 13 3^ 


pim jfeo-23. mif). 1HW, 


T T T 


arctg | Frzy Dr -一 = 一 
RG 73st gr 


Bum e foo c -! 


^ 3 

再 根据 定理 3. 6 就 知 {fz)} 在 DP 内 正规 ， 至 此 定理 证 些 . 

re SEE EPIRA ef Jesse tog — rH. 

推论 ”区 域 忆 内 的 一切 亚 纯 函 数 所 组 成 的 函数 族 可 表示 成 可 
列 个 正规 族 的 和 和 集 . 

RAT ABS AN MRC qp T Marty E MEN, 

定理 3.11” 设 {f(z)} HRNDE HERR E AE H 
每 一 务 数 f(x》 在 DD 内 的 一 切 零 点 的 级 均 木 小 于 上 ， 则 族 (0D) 
在 D 内 正规 的 充 要 条 件 是 对 D 中 全 一 有 内 闭 子 域 乞 。 均 存在 -- 正 


24 THEM EMA 


—--2 — 


KM = MQG) , EAE [£00 € {FC} 恒 有 


FK? (z)| LT 
Di M GE GY (3.7) 


urB] AA ARAE EREDA A 20 BRER O 


füC[z—z, 0 —D. FEAR, FEER M 使 对 任 一 1x) 
E {f(z)} EMR] -z | 所 6 上 满足 (3.70 X. 4 


, l.. 
Lun: ó f. 1 x 
ü, =imin {1, 9" ( xr) }. 
我 们 区 分 为 本 种 情形 . 
Ci) — ED Iz — zl «Lp 
AOLE GE e df Dx)Emi,. — (3.8) 
Wb, BÁQBRECARER EN RUN. 
a. D fz- z 156. EUR GISI REA 
‘1(z) 01, 
Q1.2) Æiz-z = o, bE- A n] e)ls 1. 


出 定理 条 御 及 (3.8) ri] X, JOD Elz-z «L5, E 3 
f. y H34 0 mm APF, E 


l^ E f’ 


f! 


(k-11 
+ m(rs Zi, PCS + log (k+ 1), 


f 
FH EE. 13/, 5[382,.5 & 


TER NIG GE GE 95 
To, z,, f = Tr, n) = mr, * 1 +)» 
我 们 就 有 


T(v,z, , +.) {K 1 1 + log*--4 log*2, + log* - 


— ð, -f 


8 


} 


(o <r< S.) 


于 是 
5 2 
ð, 1Y-,4,/20 1N.-16" 8 
Mgr re perge te p) 
16 8 
5 l^ 
x TG ei. 了 /< 
C2) ”在 圆 域 1z- zu| n Efe mss # 
Hus [F Ga ee HET cau | a 1. 
(3.9) 
这 时 我 们 要 证 明 
M(d,, z,, f) «2, (3.10 


假定 不 对 ， 则 着 在 一 点 E， |g- z| «m0, Æ |F) = P HAHA BH 


|jz-z,bleit-z.| Efi^y OJS., 由 此 及 (8.7) A (3.9) 
式 ， 通 过 逐次 积分 ， 人 有 有 
2-ifiD|]s 0M CI + 2**!5I£—z,]k 
«l-M.:25''i£-z,|k, 
TERRO 的 取 法 ， 得 


96 TH E NEN LICHE 


XMARA A., Mis. 10035 3L 
M G.1 式 立 即 有 


M, za f)M Cs re D «2, 
这 祥 我 们 就 证 明了 在 图 域 iz-z。|<< 守 上 ,对 于 族 (00) 
PERRI OREK ICE RAM | | <E 因此 


Jk (OO 在 点 ss 正规 ， 再 由 2 RM RPEN AM {f(z)} HD 
P E il 

ELLE RAA ENS, BERTE EE, MEE A 
Zn€D (n= 1, 2, +) , zmz, € DR#ÉE-HRMMFfn(z) 
€ {CD} (= 1, 2, =), fi 


[fn € Czn) | 


Ur[AEGORNT = 十 2, (3.11) 


lim 
"oc 


由 于 族 (£00) 在 DAER, denpNRSUEXEÓBE (z-z |© 20) 
CD HAT AFF FE frs) ms DL, 2, -2O 中 选取 一 子 序 列 ， 不 妨 
PEA fro) Æ €|z-2,] 200 -AATA K pr) 或 


"ON (2-2,15 200. E— EOÉSCE AE PERS IC, 
n 


HFE. 2-2 | EJER- RUA 


hL y Pwl 
1 + |f) 1 -iecz)|**! 


这 与 (3,11) FH. 


(fi + co). 
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————À 一 -一 一 一 一- 一- 4—————— ———————sr 一 


对 于 后 者 ， 令 


M=1 + max lizd). 
|z- z = 24 


册 当 # 充 分 大 时 ， 在 |z zx,| 志 20 上 有 
xc «M. (3,12) 


于 基 根 据 哥 西 各 分 公式 及 《3.11?》 式 ， 我 们 有 


ex 


«t 《7 = 1, 2 ,:,k, |z- z |=), 


{3.13} 
5 5T 
fn tt 1 1 oO fw fa” 
fa fni! (5) t Pa (4 27 fat" 7 
fn (3.14) 
e) 


其 中 P,_ ;为 上 -1 KÉÉERMEMEN. 由 (3.12) , (3.13) KR 
(3.14) TM, Mn KT, Æ C(|x-z2.,Ó90) 上 有 


| fn i? (z)! 


fn z) 
TET SEM, 


Cn GOD! 


其 中 装 为 仅 与 上 和 有 关 的 正常 数 ， 上 式 又 与 〈3.11) AF B, 
至 此 必要 性 也 证 得 . 


$3.3 Miranda 正规 定 则 前 推广 


Miranda 正规 定 则 《定理 2.9》 告诉 我 们 ， 对 于 一 个 全 纯 范 


98 ŒEAMAMIEMX 


一 


数 族 (oO) , 车 族 中 每 个 函数 f(x) HWENT TRH: f 0 & 
fUO 3€ 1,3] A p CE {f(z)} 正 规 . 对 于 一 个 亚 线 函数 族 {f(2)}， 
如 何 建 立 粗 应 的 正规 定 则 ? 由 于 把 金 纯 函数 作为 亚 纯 函数 看 待 
时 ， 实 际 上 附加 了 函数 不 取 无 穷 值 这 样 的 条 件 ， 因 此 人 们 自然 会 
认为 建立 亚 纯 函 数 族 的 相应 正规 定 则 时 应 需 三 个 条 伞 ，1959 年 ， 
HaymanEl) 获 得 了 一 个 十 分 重要 的 结果 (我 们 通常 称 为 Hayman 
不 等 式 ) ， 他 指出 ， 对 于 亚 印 函数 a. REJO 的 一 个 密 指 
EA f 99 (27 的 一 个 密 指 量 AE REEL T (n, .Ha7yman 不 等 式 
启示 人 们 提出 这 样 的 问题 ， 对 于 亚 纯 函数 族 {f(z}} ， 当 族 中 每 
FRE FOE E dg e E Miranda EA RE Dl Bg Ze EE — pé, Bp foe 0 
REW 1, Me (GO) EAER E M PET Hayman 24g F 
1967 年 提出 这 个 狂想， 作者 533 于 1974 年 证 SE T OX T ME. B 
乐 [1) 通 过 修 玫 Hayman 不 等 式 的 余 项 简化 了 上 述 猜 想 的 证 明 . 
我 们 首先 建立 Hayman 不 等 式 ， 

定理 3.12 EGO Fizl<R (Keo) JM, 车 上 为- IEMÉ 
HE 

fC005 0, coo, FO 0) 1, FUOCO 
Ct io0f6*9 (09900 C0) 1} 
- (ke 2) fU* C0) +0, 

则 当 0 <r cR, E 


TO, D < (2 )N (r 3 (242) 


xN Ys ror) + Sr p, 
其 中 


se D = (2 是 (o fer) 


ÉMANMEME 99 


+ 


9 (244) Í mr (, £—) 


em (r, n + lm (r, Fe) 


JP" yc O — 1 | 


=p- p g. a TEF ER }_ -=p pr a. a 


lo 
"EC e DA P ou^ o -0- pDA o 


k” 


证 明 ir 


faena) 


giZ} = qOq)-1)82 7 


RN 0 D «No D + Nr «i 


1 
+N, (r, Feny) 


m (r, E) + log 8€ 6 ) 


其 中 NN y, (rn, D 表示 f(x) 的 单 极 点 HE, Nat, P ER 
FORUA WREE, No(s) LU 


(3.15) 


零点 但 不 是 fk (2) — 1 的 零点 的 密 措 量 . 
事实 上 ， 攻 x。 为 f(x》 的 一 个 单 级 极点 ， 则 在 x, 的 邻 域 内 ， 
有 


pr 


一 一 — — = 


100 ÆEHEMSNEME 


ji) = 2 +0(1) (am 0)  . — (3.10 


3j EXE DE k fraki 
fG9(z)— 1 „£ 131 10041) 


(z—-z,)iti 


Qo Co ) kaki | { 1 -:O(C(z-z,)k*1) b. 


(z—zQ,)**! 


X] (3.160 AAR k+ 1 HE, 18 


urez) = Cc 10t* "ako TN 
f (2) 一 (z—2,)'** 


x [140«2-2, À. 


Hb. #2 的 邻 域内 ， 有 


E+ t+ - rei À 
EE — {1 +O zy)** 5) z 


HIERTA, gz 0, oH z Æ g 0 FILE. 


EN g' (2) "$ 
应 用 Jensen ART zz" 得 


Le E) (S) t ER]. oam 


MEAZA 


Nir, g) —Ntr, g') +N (rs 2) - N (r 1) 


wikmwHMuux*x TOT 


= —— m 


0007 1N gw. 74 ]1N 
=N (r, 3)-Ncr, g) -N (r, F) 
i XT T 1 
zN, (5 z)-Nt. E) 一 N (r, mL 
(3, 18) 
其 中 心 of D RRI21<rEs (x) 的 堆 点 而 不 是 g(z) 的 堆 
ALAS SE AE ER 
H (3.17) 及 (2,189 À, À 
DN XT x/, 1 / 
| N, (r, 7) Cr, E) + N(r, zn (n E) 
gio) 
g'(0)0l^ 
根据 gtz》 WEER, GO HR A AR ATEREA fO 的 重 极 
Hs fts 0 的 去 点 和 TCD Cz) 一 1 的 堆 点 处 出 再 ， 于 是 
— —— 1 ——— 
N r, g) +N(r, tje N at, f) 


+log (3,19) 


+N (r, ray) 
+No(r, run). (3, 20) 


55M uEBHJPAREBPEJRIRAOO HIER Eh °C) 的 重 
级 至 少 汶 的 零点 且 不 是 g(x) WEFR, FE 
ENG, D « Nels 2). (8.21) 
wA (3.19) , (3.20) 及 (3.21) 式 就 得 (3.15) x. 
现在 应 用 Millouz 不 SX (CHE 8B 1.12)» , 3 OQ «TR 


1027 3X Wiki EB 


一 — 三 一 一 一 — — ——am n € 


时 ， 有 
TO, Db «NG D *N(5 +) 


一 一 一 一 rr 


Nr jar) Nr jun) 
| em (re EP) (n 12) 
em (n M) 


COFCO) 1 


(3.22) 
下 面 我 们 设法 消去 上 式 右 端的 N Cr, DO. H 8.29 x, 
Netrs D EN, D-N, D «Ti, f -NG.D 


f 1j peto 
+ fH (r, PU) + (n FT; 


FCO) (05-15 
+ log [TY -一 + log 2 . 


FAR (3.15) x, fF 


N Cr, f) =Ni;r,s 1? tNGG, f) 


«(1 + 下 | 页 tr Decr UIN (sm) 
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- EE e e e - 
Rn =: -u aami ~ 


£N. (n ray )*m (n A 
*log E22] } 

«(144 J {N (r, r) t Nr) 
B no Tae) t" (5 1e) 


im (r " 1070) em m (r, A ) 


log | £029? C0) - 1) i 
+ log COGI I) 12. + log 2 } 


+ iN oc) 
Ns l -Jtr (rs E) 


TELE 


(3.23) 


g'(2) _ + Do 
g (2) fof 


(ke 2) fz) 
f 9 (z)- 1 , 


d 
n(n Zen (n ienen (o s 


+ log(k+ 2) -log2, (3, 24) 


104 Ex PA irj IE ME E 


los __ fox i -1) 
"TS 1 nA? ouv -n- « «27 o 
(3.25) 
综合 (3.22 . (3.23) , (3.24) 及 (3.250 AAEH T 
定理 的 结论 . 
现在 我 们 把 Miranda 正规 定 则 推广 到 亚 纯 函数 族 的 情形 ， 
定理 3.13 设 {f(z)} 为 区 域 卫 内 的 亚 纯 函数 族 ， 天 为 一 正 
整数 ， 若 族 (CG) 中 每 个 函数 1(2) EDEM Ra C) +0, 
fU (2) & 1, W (£00) 在 DD 内 正规 . 
证 明 ”根据 定理 3.6。 我 们 上 内需 证 明 对 任 一 点 2, ED 及 2, 的 
HE — 568 dAEIx—z.Qber. (z-z ien CD, E~ E% K, 


使 对 任 一 六 2 E (UO) , ÆR- zl «su EUR UR IO < 


K, RAMA [| <E. REO =g Otz), FIEF) 


在 |z1< 1 内 亚 纯 且 
F(z) 0, FO (209€ 1. Ciz] 12 , 
区 分 两 种 情形 : 
(1) EB |z] «LA, BRUN 


[FGo + LE G2 | & e [EO GO | e | E e* Ce) LEES 


此 时 再 分 两 种 情形 ， 
AUD ÆW «e ARMES IOI RAER 


THAKARE 105 


—- rn 


IF OL, 
(1.2) ÆW C PEE Az, Ele). 于 


Jé 35 Ü «asit. 有 


k+1 
(i) 
mr, Zi. r)< È” ( 2... )+ log 8 (2 +k). 
再 应 用 定理 1.13 15/32, 5 就 有 


Gr 7» F)<E 


于 是 
log* M (zz -EE «X. 
1 i 
xB(Izl«s)e (1a eh), di 
wi, i 
log*M(i, l)«k. 
(2) HI AERE Anus Hi 
[FG] + IF G2 | e + FO Qu) [E67 Cz) 
1 : 
< (3. 26) 
我 们 又 区 分 两 种 情形 . 
G.D ÆBLE EAFODD <i, PER 


& G.20 RTA, EMi ER, AIFOS 2. 


106 xn PACE 


(2.2 ÆRE LEE — A 2 ELE Ge jm. 
TÆER < GAEE- Anus 使 IF OD (zs)1 e L, Ho 
FRA 1 时 ， FD 2) | < Ef o Cx,z b, 


IF? co «EO cop e [Ls rd de 
ZZ. 


i,l-l 
一 十 二 < 一 
~ G4 T 


ED, RIEA LR OO (20) |, HER BEA, TA FCD | 
<K+ 1, 
这 时 再 区 分 两 种 情形 . 


(2.2.1) |F (z,)| zm L 


te 


应 用 定理 3.12 于 圆 1>- z <E, occ at, d 
TO, n, F)«(2 + 2 m (ra) 
+ (2 *Y) i" (r, Zis PU j 


OO F 
+a (r zo 再 


1 (k* 2) 
+ QU (nr - AM Rar) À 


F(z WAF (z,)— 1) 
+ (2 + + Jos | y k* iz. 


DHMMAIEME 107 


— 


1 | | POS XF, J~ 1n 
T (k 4 DF FF NEPE -»- TIENNE) "| 


为 了 佑 计 上 式 右 端 , 我 们 应 用 定理 1.13' 于 mr,z, £7) 


mr, za EG) WPRO eni. HR SE M1. 13 


Fm (r, Rap ey Rm (r, Eys Es): 其 中 考 虚 0 < 


rp, 0 = 也 (+p), Zif, HATH logt Co, zo FWO) 


5Blog*T(p!, z,, F9), W 
T(p/, z,, FO) € (ka DIC, z,, D 


(x) 
m (e^, T 5 ) 


TQ, z,, F')Dy)«x (ke 2) Tio, z,, F) 


Ft+1) ) 
一 一 . 


十 ri (o', Zi, 


Uu) 
再 应 用 引 理 1.13 于 mfo, 2, Bo mo’, 2, 
{#5 1) 
PI y ati o «p! «o, 这样 就 有 
TG, z, F) «x1 1 +log* 1 + log*- L + log*p 
} 4*5 | 7 H pr 


*log'T(p,z,, F) + Ílog*log*-— 1 


(08 ssi e EH 


1 
+ log*i tenro nN 
og PE IF + (Z1)— 1| 


43 + 1 | 
+ log'log’ Tera } 


1 F(z D(F (z,)— 1) 
«(2 t 1. )tog | FOU) 


| FGF EG) D | 
Fa &+2 TS 7 EJ 


y PR (K+ DF e AFE eD- D—-(k- 26" * "(oy 


于 0 «Lr pc. sm. 


f EARS og, y JF| -, 应 用 Jensen AA 553] 882.3, 
Hit AR 
YXIFOQGO-11«1, [FOLE Ck 1, 


|pe coL =F, 


[k+ 193F 6*2 (z, ) (FU (2,5 - 12 — (Ge 22 FO6* (2,5! | 


H 
-y 


T (r, Zu, +) «K { 1 + log* + log* > 


+ log*T (p, z,, D j 


ÉNEMMEME 705 


于 0 <r<pe< 半 成 立 ， 再 应 用 引 理 2. 5, 有 


rs Dr 
由 此 得 

vend, 有 < 
(xtd) (12- 1). 故 


log* MC Ł)<K, 


18' F 


(2.2.2) FUD Gol < 3. 我 们 又 区 分 两 种 情形 : 
D ÆR <ER HIFI. 这 时 ， 在 


BlizI« cH EUR |F(2)|<k+ 3 . 
i) ÆN |z| RE À 2, FU CZ = 
HERAN, PUD GIE. 因此 


FO ces) e| EOD) | Ts FU (2)dal 
Xs 


1 1 
«$16 ^4" 


[FOD (z) FEO z) |- [eem coge 
| | , -7E T 000 


110 O wu Seit iE MK 


-— 一 一 一 -一 一 一 一 ——— 一 — 一 


EX 
IFO cL SFO Golpe | Fe (ds 
Za. 


IFéz; «ku 2. 
再 仿照 上 面 情形 (2.2.00 的 村 论 ， 应 用 定理 3.12， 可 得 


u(i, XKE. 
FEMELEI VEINIZ| CE AIRE A EOD | CK, 


" 1 r 
Rate). | «ck, Ré O EM a zs CLP E 


具有 此 性 质 ， 这 就 证 明了 定 班 3.13， 

在 上 述 定 则 建立 以 后 ， 有 两 个 问题 自然 会 提出 ， 一 是 著 抠 该 
定 则 中 的 条 件 F9 v 1p Du F1 eO, px) 全 纯 Borda 
为 零 ， 那 么 函数 族 (G0) 是 否 仍 为 正规 8? — RE DX GENE 中 的 
条 性 了 名 à DN PUR h Æ MR FO Ja fa De es agf 
l, WARR (FC 是否 仍 为 正规 ? XX 2S EDT A AN 2 A 
Ae CSI ER LEE CUBE, 下面 我 们 综合 这 两 方面 的 问题 面 
建立 如 下 正规 定 则 ， 

定理 3.14 dE (OO) 为 区 域 D 内 一 亚 纯 函 数 族 ,上 为 一 正 
BE, a(z), 8200, ce, ag) KE eG) DPI EGRE B. e GO 兰 
0. Gk UCO PA fO XD: fie 0 及 

f 9 (2) + a COf 879 (2) e£ agCfG)omuon, 


EHMMAMIENX 11] 


ar. - - ——- 一 


Wi {Ko} 在 了 内 正规 . 

为 了 了 证明 此 定理 ， 我 们 先 证 三 个 引 理 . 

319.1 Efo AMIKA E B, f(005 0, co, X 
Wb.) balz), e, bRGO RPC) El RES 48 B. C2) 7 0, 
=. 


4bkyCRMP (XD | . 


RAPÉIEMMC> 1 ， 使 当 1z| RH), 


"IT | «M, e ) | <M, 


piz) | M, 


|biGO | «M, |5; (3 | «M (i= 2 dy t, k) , 


H5 C050, h(i00*1 E 
{K+ 1)ChCOD2— 155h"(C0»0— (ka 2) (00)* — 29 (0). 
p( 0 ) 
xGc02 - 13 C0) 0, 
Wig o <r<RE, À 


«(e(t 3) ad) 


R + 
+ 1 + log poy + log*R 


+log* + log*|fC 0) *log*|hC 02- 1| 


+ i 
*log FCO 


172 VM CR IESES 


1 
+ log* s 
t O JG DOCO — DIO) — GF 2:000? — D aco) - Dw (0) 
(3.27). - 


Hep KHAN E TK H M Bu, 
证 明 HE 


并 应 用 Jensen 公式 与 引 理 1.2， 得 


m (r +)<m (r> +) + (rs -) +m (r, =) 


+iog2+ Nr, f) +N (s UT ) 


-Na (rs y) + los i ri 5 , 


RPN (r PERIZ er EM (2) 的 零点 但 不 是 4z) - 10098 A 


HE aE. j 


T(r, 办 =m (r, )+N (7 F) + loglft o) 


l 
f 
sm (7, +) (rs E) em (rs ri) 


+ N(r, +N (e, D + Nr, i3 ) 


h E 
-N (n g) t log [02 
*-log[fCco 2] € log2. 
由 上 式 得 


Natrs D «m (r, ILIA e em (r, T — 
+ Nr, +)+N c, D +N (ri 


An pros prey. 


*log|fco»214log2. 


2 4h TE 
sa = Ey 


我 们 指出 ， 当 z, 为 f(z} 的 单 极点 时 ， 
g(x0) € 0, c, g£'(z,) = 6, 
mx tr, itx, MRR, A 


d 
f) 2i — «OC1) (d 0), 


f C2) b GEOT PP) + + Bb (Cz) 2) 
.(- 1 AS À 1+0( (z-z, t, 


《一 To) i+] 


Mpio r-n KRR, À 
qíz)-aa { 1 +bz n) *O(c- 21)! 


acr. £ -biz- z) *O(G- n) i 
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(3,28) 


zu 


(3.29) 
C3, 30) 


(3.31) 


(a£ 0) , 


114 S epa et n IE AU 


一 一 一 一 -一 m 


故 
h(z)- i3) 1) E i-e - ~zo) + O((z -2) UE 
jos fL CEU {a 
- . bz— zo) *O(G-2)). 
于 是 


ad( — 1 )*G* gk jtt? 


g(z)- 
《一 1 yarn aes 12! je 


266-2)  O(r 2,0) {1 GE + 296 z} + Ole - 2). 
"og. 1-kb(z 2, )*0 2) 


-kb(z— z) +O((z-20)) 


HE T.EL ARE :个 因 于 为 -一 一 一 一 一- 一-， 所 
|! —kbiía—z, ) -O((- Za) 2 
以 《3. 314 xk or. B (3.31) ANA 
N,,G, PSN, (r, 7) (3, 32) 


Xi NV, LER z|«r Le GOBIE SUEDE ONER] 


密 指 量 . 
又 根据 Jensen 公式 及 引 理 1, 2, 


zagaasmA 75 
mr, g. )-m (r, £) «lor HO 
-n(o g-e ©) 
- Ni, D * N(s, 1)-NG g -N(s À) 
=No(r 3)-N(» L)-Nt 0. (3,33) 
H (3.32) 及 (3,33) 式 ， 得 
No G D «No, o N(» 1) 
+m (n E) «tog C? |. 


而 由 (3,290 5 (3,300 AK 


N Cr, 8 +N(r, D 


«Nu, f) + N(r, + Nr 1). 


于 是 
N,yG, De Na tr DAN (n -3 Lu)*N (7 v) 


Ld 

十 m (r, £) 

综合 (3,27) 、 (3,29 X G30 x, 并 应 用 Jensen A, 
得 


(3. 34) 


0 
g Co2i" 


T(n X)eTG. D -log fco 


FiS [Hem GGEMON 
1 


<3N (rs T) 


* AN (r, zt T +Str, f» 


(3, 35) 
其 中 , l 
S(r, f) = 3m( +, +) + 3m (r, 7) 


* 8m (r, i) tm (rs E) 
+ log HO + 2log ice 


+ 3iog | 5 KD- 1] +3log2, 


BUF A ERP AT Sr, D. 
m (n +) + (> 2 X " (r P) + Gklog M 
取 O<7<P<R, HÆEHL 13, À 


m (r, +) + rt (r, -) 


«x f + +L'étog* 1 
. | 1 +log*p+ log > og r$ 


+ log'log' + log*T(p, p} . . (3,36) 


1 
HED 
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<K [21ogM + n(r, 


p 


tm (r E). (3.37) 


h 


应 用 定理 1. 13， 并 令 p' E, A 


m( i- jtm (r, ») 


«EK f 1 + log*e + log* + log* 1 


p —r 


+ log'log*-— 1 


+ log*log* R co 


1 
Ico» — 11 


+ log! T(o' ,&) +log'T(p’ ,WY + log^T (o, )] . 


(3, 38) 
in 


TQ, Dm (P, Tte. pe DNO, f) 


— 


118 wk e E EK 


— — 0 ——— 一 一 一- 一- 一 一 一- — 1 cá 


«m (o’, JE (k+ 1 0TQ0lP, F); 


houco^, DG 20NOl, D 


Li f # 
T(p' ,h )«m [o ^T) 


, K / 
E TN (o , -)' tte pOr, F), 
idi (3.37) 与 (3,38). À, HR MER 19 Fm(o’, Tm 


v(o, 57), imm 


3m (r, 4m) (e e) 


< K { 1 +log* p+ log} + log*-—— 1 


p- 


1 


*log'log oy 1 


+ log? log* eol 


+log'log* ren + lo? TG, p! (3, 39) 
由 (3.35 . (3,36 与 (G,39) , JEFE 
log'T(p, Dslog' T(p, F) +log* |f(0)| +log2, 


Riky HH21£82. 36 8[ 382, 5 就 知 (3.27) AUR. 
Bi3H3.2 设 1(z) 及 4j(z)(j= 1, 2,, DIFERE A 


WHAMAMEMM 7119 


Te rr 


Bu3EE Punch, WERB B, Dd 
pM mH G=1, |s k H1), 
lf 90 (2) a, f 07D G3 e + m2) (2) A, (8.40) 


则 当 Lez) op # 


k-e] 
ife Gn oli «E ( 1 +> | ? (zl ) (i20, 1, =, k), 
j=0 


AP K DAT k, H ÈA 


EN À 
M; = Max f (x), {= 0 , À > “y Kk) " 
ZCiQx. 


由 条 件 (3,40 ， 当 zE zz, Hf, 
k-i 
IF (0] « A+ H D FO Gel. 
]=0 


B 
k-1 
MALE AM, 
= fy 
5b»sh IIIA 
FD (zy sf n) [e (Ode GERM), 
有 
Mg- © Z, ~z Mpt IFO C) 
k- 
< A+H DM ;+ He; -zl My, FED Qul 
j=0 


因而 


120 NAREN E 


k--2 
_ 4 god O-1 
M,., (1 2) AH DM, if 6-71? f. 


也 就 有 
k-2 
Mi S2A+2H NM, 2 lf 071 GIL 
j=0 


如 此 继续 进行 积分 ， 可 导出 


k-1-1 k-1 
Minis 21A 27H e Mo 21 D EO GM 
j=0 j=k-i 
G-0, 1, +, k- 1), (3.41) 
k-1 
Mas Z2kA4 2k > FOG). (3. 42) 


由 (3.41) 5 (3,42) 式 ， 立 即 可 得 引 理 中 的 结论 . 

引 理 3.3 DE fCGOTdE <L A AXES, bal), balz) 7, 
b.) E PTE BLESS BEoG)0,. XE | «1 AfGI# 
0E 

F0 (z) + bo (0f 971 (2) e + DIF) DZ), 


MER l| < 内 或 者 恒 有 O SK, RAER hi < K， 其 
中 和 9 《< 1 与 K 均 为 与 f 无 关 的 正常 数 . 

EA REAM Co 1 . HEBEL 1 b. # 

BG «M, DEM  Gez. 3, +, D, 


pr) x M, xis] €" (265) | 8M. 


并 令 9= ier. RNEHNAT. 


FASENDEMÉE 12! 


(1) ÆMH<ÈR, BT 
IfGOU + IP GOT ne EO GO] + RG + WC COL air 


(3, 435 
这 时 再 区 分 两 种 情形 . 


G.D ÆMiri< 内 或 者 恒 有 if(z)1 < 1 ， RERA 
Ifc] 1. 
(1. 2) EM p «C 内 存在 一 点 zi， 使 fz k= 1. 于 


是 由 (3.49 À 0 < * CR, 
t (r, Zis +) «K (S (5 Zis La t } . 


ME], 13' 9| 382, 5, A 
30 1 
T(É, d T. 4 )<K, 


YA 


log*M (S> Zis 1 )<K, 


XB k «)c( i-e o), ie 


logt M(S., TE. 


(2) EMR PEE Mons E 


122 £N RE EN: 


IG] + Mf Gu ++ £P GL 32] + [hf C: 


ur. (3, 44) 
我 们 又 区 分 两 种 情形 . 
(2,D El  i# <$ ;PSEUS lk (2)! n . Hi (3. 44) 
ANA, Æ | i: PIT À RC) Loyer. 于 是 ， 3 [xl <2 


时 ， 
[GO (2) + Ba GF UT?) G) + ee b GOD Fz) < <- g- 
再 根据 引 悍 3. 2 及 (3,40 À, BUR 


à 
KK (H<). 
(2, 2) 在 阅 jel < 之 店内 存在 一 f= 使 


li Cl = n W. GOl Sari (Gr E ag23), 


(3,46) 
(3.44) 与 (3.45) À, M 2€ zzii 
! ! # D 
RO sg Gud + jl (dtc TW (3. 46) 
Hit (3,44 、 (3,46) 式 及 引 理 3. 2， 可 得 
uro Cxa CE (j= Ü, 1, “s kY " (3, 47) 


RATE 2) P TE E. 
(2. 2,1) I GE 


MC em EN 


ET — 


应 用 引 理 3. 1 于 圆 e es, more CS, 


48 
Tr, Zas +) <K {1 + log À 


— M 


- log 


ZI 
39 


123 


+ 上 
+ log*ilftz,)| + log’ hla) — 16 log miriam 


= , Al 
T log ' D Pz, 


íP 


(k + DXh(z,) — 1" (z,) — (k + DA, » - qe) 0) — hé y) 


—— en, pole 
in mn Om a r e r OS GALLOS GL nm 


(3, 48) 


ét, Hi (3.45) . (3.47) À (3,460 X» À 


ANSE, Woo ml, WE = uu 


MCA 


(k+ 108 s (ho) — 1) - e 2 (M cu) 


- e Ead (hz3) — 1 )r cz, )| 


1,89. 1 _oM?,. 
>{kt 15 X gi ft 22 2 


T 


1 3 
8 M* >T 


— li 


hr 


一 一 -= 一 


124 xí MEN 


—— —— ——r—Má— — A A —— — —À HÀ ——— —— — LL 


HAE (3,48) Ar 


log* M (£, +)<E. 


(2.2.2) (ar Ces) 


1 
^ 
我 们 再 区 分 两 种 情形 ， 

(2.2.2.1) € B pL A EA 


hr (x)| < i. 28 
(3.44) 式 就 知 ， 4 je < n, 


h^ GO s 1A Gal «| j 
从 而 


Ode) <hr. 


2.2 


MG < RE s ||. rc) c 
ea - 


li 
BERG (3.44) 式 及 引 理 3. 2， 就 有 


FOE (<). 


(2.2.2.2) EH ki 之 年内 存在 一 点 zs， 合 


lt Ga), = 2. | C2 x (x€z.z.). 


TAE Cr, À 


Wa €x proe 125 
1A? Co) «ili Gol + || irae] < + 十 
I: 8 16M 


"T SSR 
- MT (3,49) 


dh’ ~ f m | HU —-—— 2. 
j (z) z> |h" (za)! m «acl 8 M* 15M* 


u 1 
F bo 16M* * (3, 505 
Hi (3.490 式 ， 再 通过 积分 及 (3,460) À, 18 
| , : EN 
dhcp n] + f (dc wi VE Zač). 
(3.51) 
由 (3.51》 及 (3.47》 式 ， 并 应 用 下 理 3,2， 就 有 
Fizo «UK, 
最 后 完全 仿照 情形 IT) bé, RSI. 17 k-z] 


D, BU 
leg* M(5., +)<R. 


qus mure, 
更 在 我 们 来 证 定理 3. 14， 证 明 分 为 三 步 . 
1. 2(2)=0, Gr 0 GED), ARE MrnED, 


我 们 只 需 证 族 {f(z) ) EALEN RERA 使 (lez < 
p) ED, xH£—f € {f(z)} ， 置 F(x) =f(zo+px)， 于 是 族 


{F(x} AA 半 志 1 上 的 全 间隙 数 族 ， 且 满足 Ftz) 志 0 及 


[26 EMEN IEEE 


F% (2) + p*oi (2) F &k- 9) (2) «phas (e YF Qa) 


X pkp" (2), 


其 中 ,地 (z)= a; (z, + pz) Go 2,83, 7, D, p' GOmpG, + 02), 


FSU, S-P(FCO y 可知 ， 族 {F(z)} 在 点 *= 0 正规 , 即 


(£00 HER 2 EN. 
2. g)* 0. ERE Ma ED, fEBIXGI. lx 一 x 过 ps 
4f CCD, 4r 
1 f^ G 
a= x |; a edt (2CG) , 
giz) = et f(x), 
TE 
FD (2) = gi (de + Cig Ü- D (a) (ec y M 
Gi) 
+g(z)( eat) Cie Lo, ED, 


因而 
fO GO) +a, GOF 7D (z) cas (HOF UN Ca) 
Tea (Ma) 


x e-a (à {aO (2) b Q0 972 (2) 
十 “em + b cogo $ 


其 中 b (z) (f= 2 3 3, ey k) 3; Gp Bl T az) {i= 1; “++, 
k) BI 45 E XE, 


EAEE 了 27 


再 应 用 证 明 步 又 1 的 结果 知 ， 族 {18(z) HEC MAIER E 
此 族 (fO) WE C PRIESL Bl z, AE D AER H — Ke EX 
1160) ) T£ D A EHE, 

8. ARIRE. HX 429 ED, HU WEBS 2p 3 2 Anl, À 
Pro) 0, WIRE { fx) | 4E —z.1IEA, ik pe) = 0, WA 
hk dz. <A, E za <P) TD, 84 0< gz p 时 ， 
pe) 4 £0. BH w UU p R2 $0, {FO ) ER R:0< 


zo! CPE. Hiis DES, 4, Kl } EXER ARIE M. H 

(1 ose stad, vanis L) 按 定义 2, 405 
(jo mE , Die 3,5, jJ {+} Wrap 32, ATTE 
RAER, CY ROM EUR DU MALE PI faGO €. {f(x) } ,可 选取 一 于 


序列 ， 不 妨 仿 设 为 fac, {E = -zy 在 R 上 内 闭 一 EUX & F & 
EE ER SUR NI £O 7593. TEXAS NE. 


CD p ER ERM BARFE A HG), 2X 


R duy EER k-i <o 内 全 纯 ， 故 函数 序列 一 上 -在 DUR 


Tay 
jz- zd «e EAA- Solo Bd, 
(2) Le ERENM-HETHN, TE- 
n H. 


1 
fnt) 在 


728 WA E AC IE PIER 


— "————— 


p | 
EIS T ec 一 za <SERR TE S, MAN fne M HES 


—— 一 - 一 一 一 


u D 
FA Z pl ES 内 一 至 起 于 E. hnair) Eh," (z) 在 圆周 z — zl 
hu) o coe Mf 00 + a GOAT n) 


"T *a.G)faG) } (n l, 2, +) + 
35 H Rouche, 


D i > 5 / P 
n2, os ha-1/- Fa? I n= 1) 


=z l. ; f hn d 
| 2x Iz — x _ À ha 一 1 g. 
3 


四 于 当 #->% 时 ， 上 式 右 端 趋 于 零 ， 玻 当 #1 适当 大 时 
(E, Z5 ha) = "(5, Zos 一 2-1) 


而 根据 定理 条 件 nU. zo 1 jo 0， 由 此 
"p 
TAa? “g hnl = 

从 而 
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a —r— — — — — a ——-— 一 
-P -= 


一 


Fr) É z-z RCE. FAO 在 e-z xL E— 
RÉ FER. 

综合 情形 【11] s C2) 3X, XX { FC) } dE RE 20 JE A. 
至 此 定 球 证 毕 ， 

HEEM, i EJE 

Ki 设 {f(z) 1 WERD AEA IR M, ky- ER 


Xr. Ha. d, tH HE Ea v, ATA d [(2) } 中 每 个 PEJ 5t 


ONE D HE IG)0X 
a,f Cz) af (x) ta [0 1, 


pide (fx) i fk DIN GE WI. 
系 2 ELIGO AKR D pj— wy 8 ER, E A EER, 
pO) E DpaeHEeGO0, dX À FC) mfg foo 


六 内 满足 OO c 0 M gz) goo, MIRE { JD) fg DIE 


H, 
RTL U( EE EBE MKR IS. 


定理 3.15 it /02) } AEK Dy ERAR E ET 
族 中 每 个 图 数 COE DpETGX-90E - 
(FUSE HO, ff, en PEDO x 1, 
Hop HOO, P, e, JUO Ha RECTUS e 
A, WERE { f(*) } Æ DAER. 
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PG -一 一 
-= 一 
-= 一 -一 一 一 ——»———: 
-a —- 一 - 一 T 


我 们 先 证 两 个 引 理 . . 
引 理 3. 4 itio Fe <r Ta, fC002: 0, co, KOF 


*1,58(0)290, HH giz)= EROI SES: G, F, 


FED), HON a KBORNCEUORA EDU, a2, Wi 


K+ 
doc, D s < {Sn(» À LT) 1j 
+ ga! 1 r, € 1) 
+m (r ©) c^ € | + 3alog Fco 


+ 3log po 1) 
os | Foy | + SN Qn f 


UE 1 
T3 (+ - i) 
> g — 1 + 


其 中 
^Éketi)bti 
Cr — 1 
ce LE - Jo 
TJ D (3, 52) 
证 明 从 恒等式 
1_g &g—1 g 
HOHO gH 
得 
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Qo ke o, acie 2, 
cEDGEn( EE +m (r, E) 


4NG, g') +N(r, +) 


g( 0) 一 L 
g (0) l 


— Nr, g—1) - Nr, 3) + log | 
RECN (n FJER bL er 上 o^ (z) 的 堆 点 但 不 是 8(z) -1 的 
RENÉE, WAR 

Tr, f) «K { 1 2 (= 三 } 


ems Er) 


+N y P +aN(r, +) + des fe oor 


+ log ee 1 | -N, (> z). (3. 53) 


设 zs 为 f(z) 的 单 级 极点 ，f(2)= — — € OC 1), (ax 0), 
于 是 


fO (zy = Ia, OCT ), 


(z£—z4,)*5*! 


H (f, f &- 1) ) = O (( 279 ) 


[jo e») a (c- 1 he)" 


(z—2z54)1 (it 1) 


+ © (Gr - za) (1-1) Go 1) 


132 RM EN 


— — — — 
CC 一 


一 


再 计 及 gz 2 及 k+ 172, Sb 


Cat] eoo 


q 


x {1 +0 («a - 207) *, 


Bx) = — 


1+0 (a- z 2) 
G(z)= K—.——- 
1 +0 («- 2 72] 


HIT, GAl, 20, G (x0)= 0, 于 是 
Ni) Cr, D <Ni(r, ae) (3, 54) 
其 中 Ni (r， D 表示 f(z) BPRARMK, Nofr Lr) 


表示 xj <r EG (GO) 的 零点 而 不 是 GE4z) BUSEGRISSCTRIR. Ri 


HE Nat, D HR IC) 的 重 级 极点 的 精简 窗 指 量 . 由 Jensen 
公式 ， 

0) | 

0? 


nn Len (s S) «i| ft 
(s S )-n(s 5) 


= N (r, G) +N (r, 4) 
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ii ———— -- — - -—7 i a 7 


MEET 


=N, (n zm )- N(, A)-Nt, G), 


(3, 55) 
从 上 上面 的 讨论 知 ， 几 是 f(z》 的 单 级 极 感 2。 SUE GO 0, 
co. FA G 的 表达 式 (3.52) ， 从 面 有 


N(» ENG, © «Nut D + Nr, A) 


1 
+N, +). (3, 56) 
综合 (3. 54) . (3.55) 及 (3,560 À RH 


Np, D Nu, D *N(r, p 1) + Nr g) 


+ log $60). «mir, E), 


'(0) 
(3, 57) 
d ESAE, M 
Ni, f) - Nt, D + Nat, D 
— 一 1 
LINCY, F) +N(r, —) 
F 
+ Nn 2) em (rs € ) 
G(0)} = 
+ log ET | (3. 58) 


5M, M (3.53) 式 ， 可 得 
Ng Cr, D Nr, D -N(, f) 


134 g.l ARER 


—_  __ — 


+aN (r, p) talog FCO) 


(3, 59) 
综合 (3,58) 、 (3.58) Æ (3,59) xk, RUES T HS, 4, 


d 

引 理 3.5 设 f(z) T ll «LL XEBE, fO 0, pew} 
HQ, F, o, FOD) 1, rh HOS a ARRIRA 
LAR, > 2 出 存 在 -- 正 数 9, EH f 3638 OEN e <S] 


AI ER d dB TT 


O| LK, RATE Fen «K, 


uH) 任 取 征 三 正 数 9， 上 及 wa 请 是 


。 À x 
1-9 ds (2) A4 - 2) A87» 0, 
8 8 
(3 60) 
G f Ó 
($^ 1 a + Saci, 
E, P ğ (3 91) 
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——- a — 一 


xa. {1 (+ as VL I) + 
_ {au De 1 } (1 ($+ Doe 24)] 77 | 


(x12 +1 
x (a, fva) —0, (3, 62) 


其 中 4 为 多 项 式 H 的 各 项 系数 之 模 的 最 大 值 ， 
当 我 们 职 a, = az，4= GE， 并 令 ez 充 分 小 时 该 A, 满足 上 


述 条 件 的 正 数 mw，ar 和 上 疾 是 存在 匆 . 
以 二 我 们 区 分 两 种 情形 . 


(1) 在 图 Pi CSS EUR 
eote dr a) ea e ol lec) 
+ feo] >a, 
X t gGos [19 co | e n(feo, f oo, 19700 } 


此 时 又 区 分 两 种 情形 ， 
ü.D B «Soto «istos o> 


a.2 ÆW <E ME Az, 使 1(z1) 1. TA 


EA k-z! «n, 恒 有 


| s x5. 
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由 定理 1. 13' 并 注意 到 f(x*,)= 1, DH 


T (r, Lis pt 21, +)<k (1 + log*p 
" + log*T(o, Zis 3l 


Fo «oca. 再 由 引 理 2. 5， 得 


+ log'—- + log* 
= 


5d 1 
_ iK 
TE AL -)« . 


Ex 
"0 1 
logM| z5 FA 1% +) <. 


LICERET M 


M (S PSE 


(2) TE HB gl <NE AR Zi, [E 


+ |f Ga Gu) g BES 


a | ' <a. (3.63) 


Sen x A HE. 
Q,p zB EH 


， 出 此 并 通过 
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积分 及 (3.63) À, 有 
ner) «(« i) (8 <a) 
于 是 
re co| «(2 + 1e e A (t eam ee py? 
(3, 64) 
k 


|i «| «' J 但， 1) a ESAE I Pl ++ 


en) (eed 
由 上 两 式 并 注意 到 当 d SAP 


sen cl < fzr” nde | + [re (2|, 
g 


el & 
+ max fen |j + a. 
izl <2 


MERETE, Aa 的 取 法 (3. 60) ， 最 后 就 有 


1355 wit ENS 


——— 


——— —————— —— 


| Ô 
fl <K (i «c. 


G2) ER p <S Wet Re eee, m 


当 XC zz], 


g G)| <a. JJEN C Zn 
koj«(d 1} 
完全 类 位 于 情形 (2.1) KHE, 18 


max Ice) ZK, 


ZE rz. 
ax 
KODES 
RATER AY RER J. 
(2.2.1  |g"(za0] zea;, Emt dB dE (3,60 、 (3.61) 


A (3. 62》 式 ， 可 应 用 引 理 3. 4, WOEL, md 


IQ, 2, D&K fi + log*p' + log*— + log*— 


p! 一 他 
*tlog*T(p', z,, f) +log'T{p’, z,, g) 
*tlog*T(p', z,,g/2- log'i AL 
(eb 47108 108 for) 


+ 3glog fc. ) 


F 0 <r<p'<p< ILIA 其 中 pp = 


Bar 


Faea 159 


m-—— mi A LL 一 一 一 一 一 一 ——— ee — 


T (p, z,, g) «K {T (p/, x,, P 


k 
, ft} ` 
"Ende es, f )}， 
T (p', Zas g') 2T (p', Zs, Z) tm Cp, zi, 8°) 
ST (p', 4 33 g-XKT(p', Vas f? 
k+7 


+K 2 m (»', Zas a )+EK, 


再 应 用 定理 1.13’ 于 0 <o Coi, A 


T(r, Zas, f) «K {1 + log*ø+ log* = 
+ log + log’T (p, Zs, f) 


+ log*log*.- t i] + 3q Log | fev] 


| (25) , 
(^ «xoc. 
XP EXE Jensen 公式 及 引 理 2. 53052] 282, 5, 44 
a 
T (r, 2, +) «x fa + log + 1082 + Log? 
ST 
(ee) 


也 就 有 


T40 SE ps A AE I REUS 


(2,2, 4) 


gla) «ts. 此 时 又 区 分 为 


2220 EA LERA eco | «m. 完全 类 他 
于 情形 (2. 1) 的 讨论 ， 我 们 有 


az <E (E T). 


— 
rm 


(22,22) WA el LÂN FEA Zo i g^ Ga 


Gi. m 4 zE 之 zal， lg" (2) 


KE», d iE 


一 -一 
Zu 
T 


Lg tza) 


g' 4) | i- || — 8" eode | XL. me, 
i "PR 8 


E (Z4) 7 | g' 《zs | — | f encode] Fe, - Las. 
Eaki 


而 当 x60 Zaz ff, 


g (z)|s | gl (23) 


十 | (e odg] «a. + La. 
Zaž 


RH, zE z ziti, 
aro ô 
aseo sen 1 (ere). 


TAREE C2. D 的 讨论 ， 可 得 


AEFI ESTS 


— 


HUS. DERE (2.2. D 的 讨论 ， 就 有 
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— € —RA—-X— © #î e de d 一 = = =- 一 =-- —— —-- 一 -一 Tr 


logM ($, L YE, 


EHRE, 
应 用 引 理 3. 5， 就 可 证 得 定 253.15. S£ X L, glm, 
可 由 定理 3, 14 得 到 34309 2, A REDA — Hz EN 


pr <p， 使 ( -zal<pjcD， 对 每 个 Ka)E [rio], m 
F(z) = Af (o Za) s 


FE, Æl 1p FOO0H 
{ FG) (2) À "e H*(E,F', es FU) 1 , 


其 中 吾 * 为 关于 下 的 g 次 党 系数 齐 钦 微分 多 项 式 ， 根据 引 理 
3, 5 存在 正常 数 及 天 ， 使 【 FC} 中 每 个 F(z) 在 1z| C 内 或 


者 恒 有 | F(z)|<K， REBA | -于 co | Ks 由 此 可 知 ， 族 


{F(z)} 在 z= 0 正规， 也 即 族 (feo Æ 220 正规 Mz 


的 任意 性 ， 即 得 亚 纯 钞 数 族 f(z) J EKR D 内 的 正规 性. 


上 面 所 建立 的 正规 定 则 和 条件 中 ， 齐 次 微分 多 项 式 瑟 的 各 项 
PREA OBAT. HAR PN, 3E A NÉ THEN 
正规 定 则 ， 


定理 8.18 设 {f(z)} 为 区 域 刀 内 一 亚 纯 函 数 族 . 兰 族 中 
每 个 函数 OED 内 满足 f(z) 大 0 及 
(re } ae, f', rtg, f) 1, 


TI 和 焉 纯 质 数 的 正规 族 


A 一 一 
a 


JUpaB3, HhakRERMAMAMRISNR HOHopAC UN 
PORKE- 2， 则 族 {I} EDAEN. 


由 于 此 和 定理 刚 证 法 类 似 于 定理 3. 15， 不 再 新 述 . 

另外 ， 耻 怀 惠 还 把 定理 413 中 的 条 [pf CSL pk X 
fO GO) PQQ)e1, HP METRE, KE k 有 兴趣 
的 读者 请 参阅 陈 怀 惠 527. 


Lr cvm 


$3.4 涉及 童 值 的 亚 纯 函数 族 
的 正规 定 则 


在 上 一 章 $2.4 中 ， 我 们 建立 了 几 个 涉及 重 值 的 金 纯 画 数 族 
的 正规 定 则 ， 关 于 亚 纯 西数 族 ， 同样 可 建立 一 些 涉 及 重 值 的 正规 
定 则 ， 我 们 先 给 出 两 个 引 理 ， 

FR, 6 UE IDENA R0» HE, (0) 
c, HO <rT<RE, TO, D «A, BFC [alter 
P3 4 Pl EL 


log M(^ 77, f )«5., 
证 明 bAT IIR AKE- RA, FUR 1, 
出 有 | 
R 


mm air 


log 5 


«N (E, f) «A, 
4q-1. WALD AR, XXgEWuEBHT Oll Le ARR SE 
同时 又 有 | 


Wrudk pudo — 1457 


LARA La 


3 
log*M ( EAR f je T( 2 f )«9. 
4 


至 此 引 理 得 证 . 
了 引 理 3.7 设 { 乒 z) ARR D AE SR 数 族 . 在 为 一 非 


Ut i AE 
1' FEER A, S XPTIE—IRT DIEEIz—z.|—RE 


TE— BR XX FO) €. FC), RE f(x) 2o, FIO G0 
fU (xx 0, WA 
+ 4 R 
Tir, Zo DSA [1 -log*R-iog 二 + log 页 二 了 


k 
+ Dog: Oiza) | + iog*! L 
js [re (za) 
+ 1 
+ log*.--— (3,65) 


|f it 13 (za) 


FO URB. 
2° HRK If IP, FARR ORR DSNET 


FAZAH k+ I, 

MA HE { f(z) } ERD HE. 

证 明 设 z 为 只 内 任 一 点 ， 以 下 我 们 只 需 证 Hif) 
在 点 ze 正规 ， 取 定 一 属于 区 域 卫 的 圆 |z- zj 二 尺 CO RAM), 
RE 
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ro— - = — mi -— 1 m — 


a- Alas 1 log [ sic 2 +k) ] + log 2 


=t 


EX f(x) € [fco] ， 我 们 区 分 两 种 情形 . 


G) XBliz-z, | RER 


k 
Df) |>. (3, 66) 
1=0 


此 时 ， 我 们 又 区 分 两 种 情形 . 
Q.D Æmie-nic nel] <1 或 但 有 


KOIG 1, 


aD / x Bb dz-zi«c TEE Ac n 


fi 1. 


再 根据 (3. 66》 式 及 引 理 条 件 2 HA, hEN |e- zs e -< 


fo) 
内 全 纯 且 


T(r, b, T) m (7, Le +)<toE+ 1) 


+ 2 m(r, e, Ah m) 


For 上 成立“ 根据 定理 1. 13/ 及 引 理 2. 5， 就 有 


(se jen 
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一 — = 


dummodo amw awm —— = —À — 


其 中 天 "为 仅 依赖 于 及 R 的 正 数 ， 由 此 得 
log’M( -ee Cr f). 


LAr < R, AH 


d 


(2) EMI- rec R 内 存在 一 (di 


k 
2; teea, (3. 67) 
=0 
再 区 分 两 种 情形 . 
Q.D ÆBir-zi< use o x2. YR 


HA 6D RM, KHz | T pe 


pene rk, 


(2.2) #Mjz-z < 号 ytz, W (2) 


2. MERR (3.67 Xu, Mlz- z] CU pi 存在 一 
Azp 使 
poaa 2, |roco]«2 & G=0, 1, + 


fi). | (3, 68) 
此 时 又 区 分 两 种 情形 . 


146 DEM ME EN 


in! ig T -a.y À——— M á— MÜ—— a allá COR DES 


(2 2 1) MONET HS + 2 "就 有 
($, Zag f «ca. 
did A3. 6, 74 
log*M( Ee zs, f)}<5a, 


由 于 ， re Ts: BE 
log * if (S. RE f)<5a, 
(2.2.2) |f?" Go|«1. 此 时 我 们 再 区 分 两 种 情形 . 
(22.220 在 圆 lz- | 
Fée (3.67) 式 可 知 ， 在 圆 !,z~ 2n Ic FON 
n 


(22.2.2). defBllz -z, I 多 存在 一 点 zi 使 


< 2 tk, 


LEURS ER FREA- ^ < ERE Fass 使 


[rcu -1, pæja (ze xx. 
LIT (3.685 À, "DE FAM: | 


|j (zs ) | <| E (23) n | rem (z)dz|< LM 
Zaky 


EAG golafs (25) 


- jeep T 
4^ 5 


ÉRRMÉHIEMM 147 


ee ps ————————— ——M—— 


fO co «3 +402 +5) (20, l, *, k- 1). 
Um ES BERE PEL RN 
P T(4, Zas f «o, 


再 根据 引 理 3. 6, 18 


log*M (22 » Es, f «5a. 


最 后 由 不 等 式 |z。 -z< E, npa 


log*M ( 


OR, zo, f)«5a, 


GE LEERUCEN A, MAORA- E Pas deti 


&|rco|«kK, sut | i.| Ks OR KART k, R 


及 4 的 正常 数 ， 故 族 [OO } 在 点 z, 正 规 ， 至 此 引 理 证 毕 . 
下 面 我 们 给 出 由 Bloch 4 Valiron 所 建立 的 正规 定 则 . 


定理 3.17 设 {f(z) } 为 区 域 刀 内 一 亚 纯 函 数 族 . 车 对 族 


中 每 个 函数 G, fCo -a; E D ANI SE RT ERR m; Om 1, 2, 
e, 9), Xa 0-1, 2, +, O gt RABIA EE CR 
FRA) , 423, H 


2(: -D> 


1-21 


148. €i tH IEMUK 


一 一 -一 - — — -— -- — ser 


则 族 { f@}# D AEN. 


BA, RESE 7 Sed RUM Em T E. 
513.8 WARSO <R CO «R« +) A XE $t, 
f(z) -Gei; 的 零点 之 级 22mi G-1l, 2, =, d, ba Cer 
2，… 3) Ha FHMMSINMX CE FX LP), am 3. 
A 
q 
EO - 工 )> 2, (3.69) 
iz] i 

Hf(0)£c, f'(C0050, Wf 0o «r—RHB, 8 


Tir, f) «K { 1 +log’ + log’R+ log 


+ logt (3, 79} 


fco j| + log* , 
|f 0 )| 

HUE Ada, m. 2; G= 1, 2, =, p 的 正常 数 . 
证 明 Js 0-21.2,c, 0 HAE TK, BH.fCO0 
0,0(1z21,2:,9), KR Hi Nevanlinna 第 二 基本 定理 (证 理 1 11), 


" 
a- DT, PLIN (r qir) se b 
i= | 


《0 cr«R), (3.71) 
RP 


-5 - Le 
Se, 0 = Zlo/fo-a |+ mhr 11) 


+4; 


EREAMMEMM 149 


+ glog* {+ log 2, 


ó-min — |a; —2il. 
Pe 
Xm ds] BEAR PE, A 
^T 1 1 1 
N(r, ET” )«N(r. Fa ) 


1 + 
< 十 {Tcr D log*|a | 4 Tog 2 


+ log 


ECEAT 


(f= 1. 2, m, 4) (3,72) 
由 (3,60 , (3.71) X (3.72) X, # 


o i 
TO, D <K {1 + Sosifco ) alt logTp 0) 
121 


q , ` 
X ub 


再 应 用 定理 1. 13、 引 理 2. 3 及 引 理 2. 5， 就 知 (3.70) 式 成 立 O 

ui f(0)}= 0zXfC 0)=a Hj, R NEU Zn, ME zu 0 (n 
=z) HFD Æ 0, jf) FG = 1, 2, ++, q, n=l, 
2, =), MAI (3,70) 式 于 f(z) =f(z+2,) KR Bllz|R- 
jz E, BRAn— cog IS SES eU E. 

Wa (i=l, 2, = 4)》 中 有 一 个 为 无 穷 时 ， 作 了 的 一 个 
适当 的 线性 变换 ， 就 可 化 抱 上 面 的 情形 ， 至 此 引 理 证 毕 ， 

涉及 导数 与 重信 ， 杨 乐 与 张 广 厚 [12 获 得 了 一 个 一 般 性 的 IE 


750 aA IE UK 


规定 则 ， 作 者 C13 改 进 丁 他 们 的 结果 , 并 出 此 完全 证 实 了 Hayman 
的 一 个 狂想 . 

定理 3.18 设 f(x) } 为 区 域内 一 亚 纯 函数 族 ， 其 中 每 
TARORA RAs (1), TWR D (1) EHH 
WRA S a Ci= 1, --, $0 的 点 之 级 分别 Rm; >29), 
FcR g C10 TERAN BE 党 有 SD, G= 1, +, 
D HAZRA G2). 


p g 0 
S Eat 1 > 1,1 > 1 
1=1 t j=1 f ji^! 
ql G= 1, =s P), (3,74) 
i 


Wk {f(z)} 在 区 域 D AER. 


为 证 此 定理 ， 我 们 先 证 如 下 引 理 ， 

引 理 3.9 设 f(z) 在 |z| 之 RR 0 LRL +o) IN E BR, X o 
fo 的 极点 之 级 宇 5 C1) s f Hp (1) 个 互相 著 别 的 
$35 a; G= 1，2，…， O BA ZR o Hz m; (C2), 
fu^ (x) Ha Cz 10 4T EGREPAISUBI EASE b (j= 1, 2, 
es 0) HWAZR + Mn 2), H (G.73)  (,70 X 
Hh. fA, fO C00 0X fé*6055 0, Wi] 24 
0 <r<CRR}, 


Tor, D «K { 1 +log'R+ log *-z t log z 


+ leg*|fco»| + log*[f 2 € 0 »| 


NEN HERRA 131 


+ log* (3.75) 


— l og tt 人， 
Ire c» FRS 7i 


其 中 于 为 仅 依赖 于 所 o K, m, Rre KEKS, 

WEB Gu 

f(0)5«0, a; G2 1, 2, +, p) , fk) wb; GS 1, 
2, e O, (3.76) 


p 
Ll 
F{zhr » K» mp» 


TOES. 384p (1.47) ZARY, # 


f —#, 


p 
(r, P > L 一 +2 1 , 
m Y 2" (> ) plog A ag 2 
(3, 77) 


其 中 d= min |a,- a;] 
1*ic]«p 


35, 


mr, F) «mr, FIEF) + mr, 75) 


mm, fF) +T(r, £02) -N (v, za) 


. i 
"fre 0 )| 


fO? YAT, f) 
D mr, 4) 


-N r, T) t loep + log 1 


Ife col 


152 ZEE EU 


一 


结合 (3,77) 式 ， 就 有 
2 (5 )< fr 422) 


2-1 
+T(r, fk +N (r, Ho) 


log + logt 
[#0 co»| 


+ plog* #2 + log 2. 


RS Nevanlinna 第 一 基本 定理 《定理 1,.7) ; 有 


pr (r, pes N(r, l )«TG, fo» 
t=] f- aj 
-N (r, r&y) 


+> mr, 3 [e S) Eres|ro- a; 


+ log -一 oo (3, 78) 


LABELS RE SR OESHL 11) TOUS (2) a4 2008 
Ü, =, b, (7 = ly 4}, 则 有 


g 
1 * l 
gir, FO) <5 N(r, an NC ri) 
j=l 1 


+N ir, fk) -N (r, gay) * $10, 
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] fikti y 7 t. fikti ` 


+J Loelf 0-b; 
neg 


K 


+ Log |f co) | MET à | + 


由 (378) E (3.79) À, 18 


paT tr, DEN Cr, f) + (4-1) (* N(r, f 


ea a! 
— N(», to) 
n 
IM 
-N (s xs) } + Sr), (3.80) 


n t 
其 中 S(7) 28,00 +e > mi, Le ) + a S log |f) - a; | 
i21 : +=1 


+ glog —À. +K. 
|f «9 Co ) | 


Hèh ms B, 5 
N (r, DPS L Nr, f) x Lr, fy s (3, 81) 


134 HUNE 


D 
k 1 
SE Fa) 
p E TCR RES 


*t log* |a | - log 2 } , 


(3, 82) 


P 1 \ 1 1 
DE en T pez) - Nr gon) 
[ i- 


(3, 83) 


LRBSMMERE 17 


— CO 
—— — —. 


T(r, rw 5) T(r, fü) Miren 


4log*|[5[|-£-1og 2 
e Tr, D ENC, D +m(r, 3 re i) 


log ,— ——— —— + log * | «1 
|f oo co) -&| 


+ log*I5;l + 2log 3. (3, 84) 
Hé (3.80) — (3, bi) à WW 


(n- 3521-5 1 -GDjre f 
$i dete 
em (n Par) En (o ila.) 
X bes ffC0)- a 


+ log 


-一 一 一 十 


re] 


再 根据 条 件 〈8. 73) 与 (3.74) ， 并 应 用 定理 1. 13/, 21282, 3 及 
引 | 理 2. 5， 就 可 推出 (3.750 式 成 立 ， 


T56 An BE SE AS ERR 


— - - — 一 — r r r- -- - —— — -4& cm 一 


最 后 ， 当 (376) 式 不 成 立时 ， 我 们 采用 类 似 于 H 理 3. 8 中 
的 证 法 ， 可 知 《3. 75) 式 仍然 成 立 ， 至 此 引 理 证 毕 . 
应 用 引 理 3. 9 及 引 理 3.7 就 可 证 明定 理 3. 18 成立， 事实 上 ， 对 


TH f(x) € {ro}, A gz)=ftr)—0,, HIE (3.74) 


Kl OWPAZR>k 1. PHIR 9 可 知 ， 族 {eo} ni 
足 引 理 3.7 中 的 条 Pe 1 827, Caco ERD 内 正规 ， 也 
即 族 { f(x)} 在 D 内 正规 

在 定理 3. 18TH 57 1, 2$ 1 及 4= 1, RA 

X419 设 {f(z) 上 为 区 域 刀 内 一 亚 纯 函 数 族 其 中 每 
个 函数 f(z) 的 极点 ZSS, ORA 穷 值 4 的 点 之 ON 
m, FO (z) RERA IS RO, nt Ll, 


TI 


L(i.)«i. mi (rco) s DAER. 

由 此 定理 立 妈 证 实 Hay man By fn F 388. 

定理 8. 20 设 人 1(z)} 为 区 域 喇 内 一 亚 纯 函数 族 ， 若 对 于 
ERK n2 3 ， 族 中 每 个 基数 f(x) TE D o EEA 
1, Du {F } 在 区 域 D 内 正规 

HESE b. EEPO =), MWER BE DM o^) zn 
1, Hoz) WIR IIS on ma I, NA n> 3 WE 


+ 1, MMS 19 TR NE (eco! 可 知 族 {pt} 
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—fá—— ——-———- 


在 刀 内 正规 ， 由 此 易 推 出 族 (£00 } 的 正规 性 . 


E 


83.5 Zalcman ik 


到 目前 为 止 ， 本 书 中 在 证 明正 规定 则 时 所 黄 用 的 方法 是 先 建 
ICRA, HO Eme, m Zalemanatt? 开导 另外 的 途径 ， 
从 Marty 正规 定 则 出 发 建立 了 一 族 亚 纯 沙 数 不 正 规 的 一 个 À 要 
条 件 ， 我 们 可 称 为 Zalcman 引 理 ，Zalcman 从 该 引 理 导出 了 一 
个 有 趣 的 正规 定 则 .Ouxrnat12 利 用 Zalcman 9 8 3€ 8i Le 3c 
了 Hayman 前 一 个 猜想 ( 即 下 面 和 的 定理 3.22》， 随 后 ， 李 寥 
唐 517 也 用 类 已 的 方法 证 实 了 了 Hayman 的 另 一 猪 想 ( 即 下 面 的 定 
33.24. 与 此 同时 ， 李 先进 ri 与 Laagle7ct3 也 各 自 独 立地 证 实 
TRTE. D, EPRE T Zaleman MEME, 
并 出 此 获得 新 的 正规 定 则 . 

和 以下， 我 们 着 先 应 用 Zalcman 引 理 证 明 三 个 正规 定 则 , 其 中 
两 个 即 为 上 述 的 猜想 , 男 一 个 也 是 Hayman 的 猜想 ( 即 定理 3. 23), 
'TAigig3BS,244HXd vip SEE EUN, pu DrasintisHA 
Us 这 三 个 狂想 是 本 书 对 于 Hayman 在 其 文 [3 中 提出 的 关于 
正规 族 的 全 部 狂想 中 至 今 还 未 加 以 证 明 的 最 后 三 个 然后， 我们 
得 给 出 由 紫 学 诚 推 广 了 的 Zaleman 1: Msg Wu], 

我 们 先 给 出 Zalcman 引 理 《 即 定理 3. 21) KHERA 与 谢 
晖 春 51 3 推广 了 的 Zaleman 引 理 〈 即 定理 3.21)》 . 它们 前 证 明 
自然 可 统一 进行 ， | s 

定理 3. 21 RD méme {f(z)} 在 某 点 2, € 


158 zm NC EVE 


—-— —— —— —— A —— 一 一 一 一 一 一 — 


D KEY IRA. ms} tA 序列 f.) , Phe 


一 点 到 zn HERH: , WREN fxtzn tiD 在 开平 面 上 内 
AKATE AE CIE LOG XB nem, o ne 


20) . 


定理 3.21 设 {f(x)} sm DA—EAB 数 族 ， :为 一 


— -- 一 -- i 


Ew, HU {00} dp f(z) HPAY, RT 
(fon } ERA s, ED 不 正规 的 充 要 ANA, M Loo) 中 存 


EENE, FEAR ERR i., MERIT Fo 
+D FERMENT KATENE r), Kong 0 (x) 
7- 0, za rer fn 0 (now), 

WE 不 失 一 般 性 ， 谈 z, = 1 ， 先 证 条 件 是 必 EH. M 


ESR, MW (iri < 十) 己 D， 对 枉 害 给 定 的 正 整数 * (> 


s), BENI, TX EEG € [ro ) x 


id ae, 使 
BI ? (ig) 
|k*1 mei (nzn,, "n, 1, +), 

1 + Ico] . 

CT (3. R5) 

(k) 
L c 1 

B 一 #1x| — poé |:| «rg. 故 存 在 点 - 


l + 


fatz) 


 — — 
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一 一 一 一 一 一 一 一 一- 一 -一 一 
一 


Zn: ] 2 <4, tE 


| £? | 
M, - max | (1 —-82|zDk -一 一 一 一 
lacu 1 + fol | 


成 2.) 
= (1 — nz] Je b (3, 86) 
i + fran) 
hA (385) À, OG 
My> (nn) | (8, 87) 
= 
k*! 
(1 -nianl) 1 + [fa] 
tn= —>— — 7 —MMRMM4—— ^» (3. 88) 
My 


EA ) Czn)| 


1 
Eni) = fn(zn+ tntz) (ncm). 


这 时 ， 
1 
lei ) co] tu OO Gaeta 2n) 
| (kt! |  1iJ|k*! 
An gn(2)| lt AS 
fn 
i i k 


(1 -n|z,-* tn" |) 


x (1 -as 
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一 一 一 -一 一 一 一 -一 一 -一 - -—-— 


1 
区 ) Cantin 2] 
X -- V —— _— 


i E +1 
- 1 + | falën + nf 2)! 
(3, 89) 
RM (3.87) 及 (3.88) ANA, 
(i-- izal) M 
Ms, 1 
一 -> (3, 90) 
1-12) 
故 性 意 取 定 正 数 R Mn 充分 大 时 ， >R, TE 


tn 
x5 [z| «R RI, 

tm] < 
PH (3.890 , (32,860 及 (3.885 À, MA 


le ? ca) 


f + 


A o g Man 
kti ^ il k 
gn G2 (1 -n| za tala | ) 


k 
(1 -n|zsl) 
ze TL LE) 
(1 -n |Zn+ ta* z] 


( 1 -n]a y 


Z 
Y Ak 
( 1 —nizni -ntn ER) 


一 一 


一 -一 - -一 -5 


下 总 函数 的 正规 族 [5l 


mu 


EMA (3.90) 5%, 4| <RE n3EASD KH, xpi 


gn Cz)| eK. 
i + jsncz)] 


因此 ， 根 据 定理 3. 11， 族 (sn CO } 在 |z1<R 内 正规 ， 故 根据 定 


理 3. 8， 存 在 gn OD 的 一 子 列 仍 记 为 gni), #Æiel<CR ETKRR dj 

EARRA- -RATER A CRY PLE 0E Too, MA RAEE 
KE 

区 ? co 

el (nEn), 


- "EX 2! 
1 + gn C0) 


i | 
BE gn (2) 即 fran tin 2. 在 开平 面 上 依 球面 距离 内 闭 一 致 趟 于 
MP ee) Hog SA 


i 
现 再 证 条 件 的 充分 性 ， 设 fnnt in" 2) ÆR PH Lm 
EAR- KAT GS Kaeo , BP gW 50. BEW 


{f(z)} 在 z= 0 正规 即 族 { f(x)} ERM ORNER. WE 
理 3. 11^, PE M» 0 使 族 {f(z)} 中 每 个 Fa 在 jz 
有 


[« pom 
， 


vo ow FE 


62 stt im Mc OE E 


MEL 


[re l 
Tejo 


EREE? 4r 充分 大 时 ， [in fnr] < 因而 


| ant tn tol » 


M BREL 
1 + Jfnixnt+ fut x) 


TJ 
{ I 
li |i anl li 区 (Zn + NM 
Dee nn C et Pe ues 
L+ gen + |fn(zn+ infz) 
= 0 . 
M 
kc c o 
1 + leco|*" 


H x, He 00-0, BAR. XuERUES, 
现在 ， 我 们 开始 证 明 上 述 的 三 个 猜想 . 


MMS. 22 È (f0) 为 区 城 卫 内 一 全 症 番 数 族 ， 六 为 一 正 
整数 ， 若 族 (£00) PETERO ÆRRDNME FPE, 


"iik (fCx)} Æ DAEX. 


根据 定理 2. 8 的 推论 ， 我 们 只 需 证 明 这 个 定 p= 工时 成 
v. RICE TESTS, 


EHEM r6} 


一 -= 一 一 一 — r 


一 


引 理 3. 10 设 f(z) 于 1z] «cR (0 LR) Ado CER 
u(z) SECDE GD , v(z) -u(z), h(z) = "©, 


k = k Ce) (z) Fiz) . 
(z) (z) Kx) 一 3 Fa) MEFO 550, (0) Æ 


1, vC0) 0 MH3k C0)-24(0)?—-12k(0)2 0, WHO 


0, 
CURE, 


Ter, D«K {1 *log*il + log*R + log? Ri. 


+log+ 1 - 


luco») 


+ N(R Lll) 


QE 1 
(0 


一 十 log*-— 工 —- + log* 


+ og *- —1 
leco) 一 | 


o 
+ log+ -- 上 


loh (»- Ac - - kc 
(3:91) 
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TE EE — LLL 一 一 一 一 一 一 一 一 -上 一 一 一 -一 一 一 一 


u^ t= 1 
= log ? enr, SET Ts -7 ) 


ri f 
«log2 +m (r, 2 )em (s, u ) 


u u— 1 
+N{r, ul -)- Nr 1) 
ne fts? 


于 是 
. ^ o, ^ 
Tér, £e mr, A) NUT, jz) + 2log icol 


f 


«Ni, l4) s2N(n T)" (^ 7) 


» "x . f ^ 
" u(0)— 1 
+ 2log ID 4 log ^m + log2, 


(3, 92) 
Fit Nr, T). 


DR, 00 的 重 级 零点 必 为 v(x) 的 同 级 零点， 另外 可 直接 
验证 TO 的 单 级 夫 点 必 为 34 一 28 一 1 中 的 零点 .下 而 我 们 再 指 
出 367 — 2h = 2k 的 极点 必 为 vC) 的 零点 ， 事实 上 ， 若 e 汶 3 下 
—2h*— 12k ARE, Dp a IE CO WERE A TE NA 
f(ay-0oHRfa-n0, mit fa) 0.3 via = 0, 
HR, RP RO) 及 Ktz) HERRIA = 0. Mp 
一 3h? — 12k MHR Z0 ER EKT., MAERA. RHS 
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f u 
Nylr i) LN (+ te) 
DAT jf * 8h? —2h* — 12k 


ET Cr, 3A -2h* — 1243 
+ log . . 
si co» 240)? — 32kc0)| 

= Nr, 3h —2h* — 12k) t+ mr, 3k — 2h? — 12k) 


+ log ,.-—- a | 
(sk (0) - 2h C0)? — 12k(0)| 


而 


Non sp cai 2902s, -af L). 
E Lar . u.s 


w(0) | 


m, 3k —2h* - 1200 « K+ 8m(, ”-) 


TW (r, =) +m (r, ^). 
六 是 ， 由 上 上述 各 式 及 6.92) À, 4% 
TG, P<KTi+N(n Li ons E 


u—l 


T66 af P OH tra, ts 


u(0)— 1 


+ 2log |f(0)| + 7log “QC w( — 


1 
34" co = 2x0? ~ 120] 


+ 2log- 


PRIE 1,13", 5[382,37€5[382.5, WA (3.9D x. 
我 们 还 需 一 个 引 理 ， 
引 理 3. 11 H OO IEEE SEIEN, uCz) = 了 x) P 0o», 


, y h v (x) k h F (x) Fo) 
r(z)-u'(z), heix) = i) (z)- AZ) KG 一 3 Rayo 


pz) Q. d3A'(2)—2h(z)5—12k(2) € 0. 
WA PUESIE AR v. Hp 


3A (x) —2h(z)* - 12k(2)— 0, (3.93) 
TE, RERA 

FORM — 2h — 12k)=f (3k —25hk) 
LES: 

3k" (z) - 2h(z)k(z) = 0. (3, 94) 
Xj (3.93) RTS, A 

3h" 7 Ahle, — I2A^ 0, (3, 95) 
Hi (3.94) 与 (3,95) 式 消去 ft， 得 

3h" —Ahh' -ghk 0 (3, 96) 


及 由 (8,93 与 (3,986) AEk, 18 
9h" — 18h + Ah? — Q. (3. 97) 
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-一 — eee 人 CC 一 一 一 


BERG. koat. SUE 2) 区 分 三 种 情形 讨论 . 
C1) KODARA, IER a 必 为 h(z) 的 单 级 极点 ， 且 在 
GRAN FR 


h(z)- 46,4 0,(2—60) Fa, (z—a)* 4e, 


z—a 
Armi TÆ 


9h (2) — 18h 2) (x) + Ah (z)s = l8n 18m! + Am? 
(z= a)" 


ba. 03 


{2— z-a 
这 与 (3,97) ATJE. 

(20 KDRAMA, IHM (G3. 97》 式 也 不 能 成 立 ， 
Km JA. 

(3) hOGOXEREREE KL HE, KE (3.97) 式 为 


h" 
h*—18h/—- — 9 
4 18 3 ra 


由 此 ， 根 据 定 理 1. 13/50, BK Ar 的 一 个 线性 测度 有 限 的 集合 外 ， 
有 


+ 


1 tb, Tct, 


À 


mir, Ah* — 18k) zo [nc 2 (r— + œ), 
于 是 除去 ?的 一 个 线性 测度 有 限 的 集合 外 ， 有 
mir, Ah?) = m(r, 4h? — 18h" + 1887 (mir, R) +ofmitr, HR} 
mr +ofm(r, h} (Fr 十 co ， (3.98) 
5 
amí(r, h) = m(r, h mr, A?) (3. 99) 
由 (3,988 X (3,90 s3&, 1H 


2m(r, h) «imr, 1) c o(mir, hi} Cr co} 


168 JP p fcn) Ir m d 


— -一 


在 除去 ?的 -个 线性 测度 有 限 的 集合 外 成 立 .这 是 不可 能 和 的，- 从 而 
ZA. EEY Suri. 

现在 我 们 来 入 切 定 埋 3.22.， HER (£00) 在 基点 2 EDF 
EN, Rz 0 ， 王 是 根据 Zalceman 和 的 结果 (13.2109, 
Je (fO) PEFEA Ag (fnCO b ， 以 及 一 点 齐 zn 与 一 正 数 
Fins Zu-* 0, fn 0 (nco) 。， 合 fn lnt ing) ER FE EIK 
EAH- RTEA, Hg (0. À {f(z)} 为 全 
ALHEACAE. ME (2) 为 非常 数 整 晒 数 . E 

u(z)-gG)s' (2), vCz) =u" (2), 

os Eb Ro ne erm. 

Bde Go 0, PEET o0, AE IE gi) = az + 
上 其 中 a 六 0. # | 

Cn G) = Inf n! Gu + int) fu Gn int) — ins 

MGa Go ZE FPE p LISE RC Fa (ax + 0) 2 TERRAE BER fF. 
Gn) 0, Macoz 0050, RÉAMÉERT. RAR ub 得 
v^(x)7:0, 

PREdSIEES,11, 3A) -2h()?-12k5():5 0. F EFE 
ARE 0 LE 

La) 0, ufr). 6, W (20 
E 

Bh (2,) e ZA C)? — 12k CZ + D (3.100) 


QaG) = faz t Zn inz) , un G0) = Pu CO ns 


Ug Cr) = u, (2) s 
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, # 
h n L n Qa G) qn (2) 
| n) HET n (2) = RG) 3 qu^ 
容易 验证 ， | 
limmn (0) = gr}, limtytän (0) = H(Zaol s 
Hp => 00 


lim inha (0) 2 kizo), limtdhg (0) = h’ (z0), 
t-> 00 "00 


limtgu, (0) =u’ (5,2, (3.101) 
FE 00 


Ma a, e m 


limizk4(0) = kz). 


Tl-—00 


取 征 一 正 数 R， 使 当 # 元 分 大 时 ， 
2+xn+tnzo ED o (lIx|xR). 


应 用 引 理 3.10 于 ntz)， 得 


f + + 1 ++ R 1 
Dr, Pa) «K { Cat log* R + log 去 + log rer) 


(Oc TELE), 
其 中 
CR = log* | qu CO») | 4- log*-—Ll. + logt 1 —- 
[un C05 | Iu CO) 
1 tin C0) — 1 
+logt -3 + logt [= - 
[un 60) — 11 u 1 (0) | 
+ log A 


13h/(0) — 25,09)? — 12k. (0 | 


HOG.1060 及 (3.101) z&AUuCHH NL, BUR (paco 在 z=0 正 
规 ， 也 就 有 族 (FO 在 z= 0 正规 ， 由 此 导出 gC(2) 为 常数 ， 从 
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DFE. FREER, 

以 下 我 们 同时 来 证 明定 理 3.23 与 3 .24. 

定理 3.23 设 (£003 为 区 域 品 内 一 全 纯 函 数 放 ，# 为 一 正 
XX, n3. XE {rO} FETAR O EDAR E 

F -afb (a+0), 

MIRE {fC)} HDNEM. > 

定理 3.24 设 {fiz)} 为 区 域 吕 内 一 亚 纯 ME. 为 一 正 
EN, nz 5 HR GOl 中 每 个 务 数 Fz) 在 忆 内 满 是 

f'-af'*b (#0), 

出 族 {CG} TED IE HU, 

我 们 先 建 立 两 个 引 理 (参看 杨 乐 (27) . 

引 理 3.12  BÍGO pyIz|«R (Oc Roo) 内 亚 纯 bog 
穷 复数 ，” > 5 MEME EL POS 0, 


co, $003 0, 1, oco, 9^(0 5 0 ， 风 对 0<r<R， 有 


Cn — AMT (Gr, f) <Ñ (r, x) tm(r ) 


Ü 
7 I 
+m(r, 3) + 加 2 
Edom 1... $00) — 1 
Ha loB prt log i' (0 
+ logt lb| + 2log2. (3.102) 


特别 地 ， 若 [为 全 纯 函 数 ，m 3 ， 则 有 
NT -NÍ i y" 
(n—2)T(r, f) & Nir. n mo mr ) 


+ n(n) + m(n, f) 3 log FOT 
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Ho- 


n | + log* [5] + 210g2. (3.103) 


证 明 首先 引进 几 个 记号 ， 以 mtry XE [e| v EU (2) 一 
ARARE CG MERE, Lim CO SEE IR] T ET OO 
- bits ges ANLE GO B9 EUR Sr GO 的 极点 的 数目 ， 以 ma CO 
ARE 2er EF O -8 的 零点 同 了 时 又 是 1 (72) 的 零点 与 $02) BAR n 
的 数 日 。 以 上 各 项 均 按照 它们 在 f(z2) -3 内 的 零点 重 数 计算 次 
H. LAN. mM, NC) EN ED ARE ART OD, n, 0, nO) 
HEE., JORE iH, 


(n-2) NG,D + N OSN r À). (3.104) 
V 
男 四 ， 


"mir, f) «mtr, O «nr, y) + mir, f” - b) 


zi (v) -N(r, L) 4 log 


ln 
y | 00) | 
tmr,f')log*lbl-- log2 


TO) — N(r, 1) + log 


1 
Y #0) | 


em, f) mn À )+ log* [bl + log2. 
(3,105) 


IH (3.1040 及 (3.105) 5X, dfi 


- 1 
(n—-23T(r,f)xTGr,y)— N,G) * o£ (oy: 


4 n(r, E) + log*[b| +1og2, 
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Tm 一 一 一 


(3.106) 
BRPO TI, 18 


Tir, DEN (7, Y) + N(r, 2) 十 N(r, 3-47) 


ta(n te an 


$40) (PO 一 
y (0) 


+ log 


-D t log2, (3.107) 


ESC RE N (s, jJ) f Fits 


(n— 2) Nr. y) « Nfr, i) 


+n- AN Gp Cr) + FENG. (3.1085 


RE, PONORA MEEO 的 零点 ， 其 重 数 闻 an- 
2. def GO -8 前 零点 而 不 是 f(z) 的 零点 , 则 在 " (0,5) 内 至 


少 可 计算 一 次 ， 在 za (中 也 至 少 可 计算 一 次 ， 若 zo (@) 一 的 
等 点 ， 同 时 又 是 了 (2) 的 零点 与 2) 的 零点 ， 则 了 (62) 一 让 他 以 2 为 
重 数 大 于 ?的 零点 ， 除 去 上 述 三 种 和 傅 形 ， %(z) 无 其 他 零点 ， 轴 而 
(3. 108) 式 成 立 ， 
A. AGES 


n NC ENT, PAN O. (3.100) 
把 (3,108 A (3.1090 式 代 入 (8,107) À, Æ 


CAPE CON CEA 
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一- 


十 n (NOD - NG) M 


n ELO 
y^ 3160)» (GOn— D. 
mr, S + log po | + log2. 
(3.110) 
H (3.106) 与 (3.1100 5%, 4 
a-n(1-2.-.! T«f 
<N( gI t 080 NO ~ NO) 
fL L amip V. 
(1 L loe sante Ug 
sto OO -DI 7, 1 
log porn ut" E 
x (log*Ib[ -log2) + log?. (3.1115 


BE 
N,O € NO £ NO EN(r 


yl STe, forti 


+ log2+ log KIT er, P) 


Tm - bl 


——— -CCC 一 一 --— - — — — 


+ m(r, f) + log* ib] + log? 


——— —áÀ DS F mm — 


1 
lopg ,112 
+ log ur A (3,112) 


HS 43.102) zi. 
当 了 (z) 汶 人 金 纯 函数 上 时， 完全 仿照 上 述 证 明 步 踊 ， 只 是 把 其 中 


(3,104) , (3.108) 及 (3.112) 分 别 改 为 
cI 1 
Ny(r)À (^3 ) 
Nr, » EN a(r) £L NO, 
NS OY) E NO) & N o) «TG + mhr, À) + logt | 
; | 
"| log ———————., , 
ogát OS TT (9) b| 


HAS (3,103) 式 ， 
SIMS 183 HE f(x) FIr|<ROLR<LoO)ME CHE) ,b 4 — 


42:939, n 为 目 特 数量 rx 三 3 (RES), fM O0, c, 
$(0)3:0, 1, co, d3/(0)2 0, MUXIOSZT«R, À 


Tir, f) «K { f + log* + log*R 4 log = + N(r, j- -) 


一 l 
HO s log* Ibl. (3.113) 


+ log Yd 


EE 一 一 
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— 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 


TD 


证 明 MAER, XETO ro! LPER, Des 有 


一 条 


/ r ， 
mr, E< K fi + logtp+ log À + logt — 


+ log^log* + log*T(p, pl. (3.114) 


DT. 


gt etes EE 
" 2—)* am(v À) 


< 2m( ,+ K {1 elog?o' 


1 1 
+ + 0 T 
4 log = + log Fr 


+ log*log* TF0 —H 5 3 


+logtlog*_ ee 
|f ( — fC0»" | 
-log*]b]l-e-log*T(p',F) 


+ log*T(p! ,f) } (3.115) 


TEP f ) «2TC( f) e m(o' , f.) 
f 
«2T(p' P +K [i+ log! 5 + log , +logt .—;4 

0—p 


+ log*log*if(Qo! - Iog*T (p, f) ) . (3,1162 
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— -- 一 一 -一 一 一 一 一 -- 一 -一 -= — —- — 


一 一 一。 -一 一 一 - 一 一 Q4. -一 一 


于 是 ， rn (3. 102) LE 3. 103) 式 并 结合 (3， 114), (3. 115) 
A (3,116) RB (3,1130 式 ， 至 此 引 理 证 毕 ， 

mA, M. 03.100 式 出 发 ， 我 们 可 把 定理 3.23 与 定理 3.24 
统一 可 以 证 明 ， 阁 先 征 过 变形 


和 一 人 = 二 人 = NA 


不 妨 设 s= 1, BAM Che) HA (f) HRK E 
DREH, APTE z = 0, MAMIE 8.21, M (OO) 中 存 
He Ce), DUR AERA n (k=1,2,-) , FF 
f Gurt) ER PEE AMD- A CP IE BERE CRE PR 300 
Fiz), HFG) O0 Hit +0, 2-0 (ko) , HEURE X 
F'(2)#& 0， 可 找到 一 点 à ff . 

Fial 0, Flo) 0, nF’ CE,0)? 一 EEC 360, 
并 当天 充分 大 时 ， 

fO thé) O, 


f(z -nÊ D) - bx 0, 


4 , 
E Pet tóa) = 0 felti EE 0, 


ftir h (z) = "OU 2 + gb D, 
GE tibo. 

RARE ER k HS KR, RR OR Up] IA 

CD, ASIE. 13h (2), 16 


E — - Lg ` - 
Pr A. }eTR / C i- ERI — - (D. rr. R) + 


其 中 


* rEEBEOMGENUÉ 1? 


1 1 
e= * | ER + n + RE 
C. 1 +log*|b|+log*, + log'R + log PTE 
+ log — À. — plot - —- e E etus. 
LAC fi) —b- fe (m jf 


ete], eh 
Fela fete) - nCf Cap? + bris 


BE 
lim fi(z,- t2) = Fi), 
k- 0 
Him tf LG ne) = F' (x), 
lim tdf, Gg + tz) = F*(z), 
ka-co 7 
而 有 


DT —-14log*]5| + log* d + logtR + CREER E 

这 表明 函数 序列 {RCE 在 z= 0 EM, 也 就 有 00 在 点 
zc 0 正规. 由 此 立 印 导出 F(z)》 恒 为 禹 数 , 共 而 矛盾 ,于 是 就 证 明了 
定理 3.23 与 定理 3. 24, 

杨 乐 -23、 李 松 认 与 澳 晕 罕 ‘1; 还 先后 把 定理 3.24 的 条 件 fr — 
afta b PRF 改 为 较 … 般 的 微分 多 项 式 的 情形 有 兴趣 的 读者 
TH S Pts 们 的 文章 . 

下 面 ， 我 们 给 出 Zalcman 的 正规 定 则 及 被 推广 了 的 正规 定 
Hil 

我 们 用 记号 “hp O 表示 G 为 一 区 域 ， 而 了 在 日 内 亚 纯 ， 

X313.205 设 集 侣 P = (050) 其 有 下 列 性 质 ， 
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—— r 2 — rH —— — — 


— — 一 一- 


D Sc, D EPRKMD' CD, NW, DEP, 
DO #9, D CP,q(xz)-axtb Ca 0) , Wp, 
g (DEP, 
Hio Em Dm EP (nsl, 2, +) ,DaCDns, Cn= 1 


2,—5 RU DARFA., XÉMEÆRFEENM-SUR 于 亚 


=] 


HRK C2), MCD. 
WAHE- -于 革 区 域 卫 内 亚 纯 的 函数 族 (FCO), RE BET f 
FH, DEP, HA {1(z)} 在 局 内 正规 . 

WEB] 假若 族 (OO) 在 D 内 不 正规 ， 则 族 (00) DER 
AZ CDEN, T, 根据 Zalcman 5) Œ (EM 3.21), 
{1(z)}》 PREE a), EEI fn(zn+ inz) 在 开平 面 上 上 内 
BI— 3x46 SLT IE MK Me Me C2), AT nz th 0, in 
0 (n—o00) 及 定理 条 件 i》 HID, 就 存在 一 列 以 原点 为 心 的 加 


Dg {n=1,2,…) ， 使 DarC Dne, (71,2, , Ü Dr HT 
nal 

E. HO. Dn> EP (n-21,2,0 , HiBhERCOD = fnln+t tne), 

于 古 ， 青 由 定理 条 件 iiiy npAtCGOdOA 3. AMT., ER 

得 证 . | 

EADEM EXE Zaleman 的 正规 定 则 立刻 推出 Montel # 
本 定 则 (定理 2. 8) . 

Blocb 原 吾 认 为 ， 如 果 具 有 某 种 性 质 六 的 一 切 于 开平 面 上 亚 
AA DEN M, 那么 在 一 区 域 卫 内 均 基 有 性 质 N 的 任 一 
SERRE (/00) 就 在 局 内 正规 ， 而 在 应 用 .Zaleman 正规 定 
MAS, 集合 P= {GO} KELER f XEGPIECS CREER N, 
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mi, X» f dE APE Zeleman ENG i) , Bloch gim 
中 所 迄 述 的 条 件 是 极为 重要 的 。 末 此 ， 我 们 可 以 说 ，Zaleman 下 
规定 则 在 某 种 意义 下 体现 了 Bloch Eis. 

EFRA [EJ Zaleman EA EH], {E Zaleman 引 理 加 
HJ)". 

定理 3.26 设 (foo) 为 区 域 Dpfg—3X£uEXQE. 0. -1< 
6<1 为 任 一 实数 ， 若 族 {f(x)} EA CD 不 正规 ， 则 存在 一 
MAR f CO C O}, FEAF] n 及 - ERA fj， 使 函数 


HI ts fa Grm + tnz) 在 并 平 而 上 内 闲 一 致 收敛 于 非常 数 亚 纯 函 数 
EG), HP za. In» 0 (nc0) .， 


证 明 不妨 设 z。 0. REENA Bes] TO CD, 


HOC (O) Rn la «zit 


face! 8 +1 l+? 

2L o2 T (n—n,,n, - 1,-—-) , 

lt lfa(zg]* 
(3.117) 

E. 


(1— n|xl h tip +t! e 


Sn DSL. lue 
di (1-m|z|)-60? + facz)|* 


有 显然， "s 0 «posl, Iz lcu, | 
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一 — - - -= -一 -一 一 -~ -- - m —— - ---2 -- 一 - 一- -一 l- 一 一 -一 -一 和 -一 一 一 一 


——— — 


(z) | 
(1-z[z])5*!ó!p1* 12! EM 
1* Hac? $ 95 02 
1-14] a Pl 
(3,118) 
55M, sup Salo, HEH pR eR ETE 0 «ps1 ES, A (8.117) 
ici 
与 (3.118 式 ,有 
sup Sn(1,2)> 1, sup Sale, 1 — QRBpofTfB/ RD, 
Izd Izi zi 
sup S(p, Z) = max Saip, zZ), 
zls] zc 
于 是 ， 存 在 pn : 0 «Con 1 及 zn:|zn| cle, fi 
1 = sup nt Drs 2) = Ón(COn, 7n). (3.119) 
| 1 
Igi 
由 (3.1190 , (3.118) Æ (3.117) A 
EMERI 
12:98 (9s, ZA) >l- m z 10D Pa 14 fanin"? 
> pl* lót q2 10i 
hi 
norn— 0 (nc), (3.120) 


ERRER, MICI<R, nH KE, 2n tire D, 
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一 一 一 = 一 一 一 


HB 
EnCO) = in 9 fn(Zg inc); 
ip — l- 1| Zn l2 gn. 
FE 
— IE n8)! LO n[zal)!* pn! fn" Cnt i [2918 ; 
L+ |En  Ci-nlzn))* Pn i | faln t m | 
(3.121) 
En C0 | 
一 -一 一 一 一 (3,122 
十 [gn COD 1 
mH. WA 
7 IZ | 1 
tL ox + Foo (+ oc); 
ia "Pn 
1 nznttnt| 0. (3.1235 
我 们 再 置 
E | d-nlzm 5 Š, 
en= |1 1-72] 
不 难看 出 ， 因 
Q ER E fin|6l Raps, 
1 — nlznl 
而 有 有 En 一 0， H. 
(1 — £O (1 — t |Zp i 998 z1-m|zg ini SH En} CI —n|2nl). 
(3.124) 


dd (3.12) , (3.124) Æ (3.119) RTA, P4 [SL R, n À 
分 大 时 ， 
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RUNDE 
Dm OD]? 51 En 

Te. kH Marty mE. ARE {£n} MEIE RAEM. 
由 天 网 任意 性 及 (3.122). RAI, M (gn CO } nn xe d — FF, 
不 妨 仍 设 为 {gn(z)} 在 开平 面 上 内 闭 一 致 收敛 于 非常 NODE SES 
数 . 至 此 定理 证 毕 . 

由 上 述 定 型 可 非得 如 下 正规 定 则 . 

定理 8.27 设 集合 P= (0.05) 上 共有 下 烈性 质 ， 

DO Xif,DOSCcP, M RRD CD, Wjd,D'»€P, 

i) 存在 一 实数 6， -1<0<1, E H Hd, DÉPRA 


一 tz) 二 十 上 (a= 0), AA EE, pi(D»cP. 
iii) E: n, Dg» C P n= Í, 2,0} s Dn Da: (n= 1, 
2,50 , UDa HAT, XE fn 在 开 半 而 上 内 团 一 至 收 敏 于 亚 
1 


Bi ré x IG, WW fOx) von». 
MHE -TEKE D paese (10203) . REX (001 
"PRETI 的 满足 过 记忆 全 三 PP， 那么 (OG 在 D 内 正规 . 

A BEGE 000) TED 内 不 正规 ， 则 (fOO VERE 
ZED 不 正规 ， 于 是 根据 定理 3.26, W (10G0 } 中 存在 - -序列 
fa, BET A gn Co = tz n + tuz) 在 开平 面 上 站 册 一 致 收敛 于 
JEA A Eidi E EOD, d Znz f&y—0f*. HE HT HE D 
Al 11) ls FE — 9 EL Zy 2 STI [E] EÈ Da Ens1,2,".. . Dae 


Dn, UDr IER, dE 《gp, Da EP (n=1,2,). FË 
i 
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— -一 .一 一 一 - 一 -一 -一 一 


由 定理 条 件 ii) WA» e 为 常数 ， AMF. EERE. 
对 于 上 述 正 规定 则 ， 落 取 6 = 0 即 为 Zalcman HE 规定 则 
(定理 3,25) , 
Haymant 3; 曾 交 如 下 猜测 4， 设 f(x) 为 开平 MIE HE PER 
X, n 汶 江 一 正 整 数 . 阁 在 开平 画 填 恺 有 
f GONG E, 


HI FCO EE. 
.. H Bloch 原理 ,相应 地 可 提出 如 下 正规 人 性 的 问题 ; 设 ‘f(z)} 
HEKE D A-E RR, n HEERA., FK (£00) 中 
每 个 fCOXE D PS A | 
F itl, 
W {F0} ÆD AEH., 当 > 3 时 ， 间 题 已 被 我 们 解决 《 兄 
定理 3.20) , 
E Hayman 的 猜测 4, 34n— 2 He Hi Must iii, 
庆 学 诚 根 据 定理 3.27 于 结合 Mues TJARIR, EIH Dv pap Hio 
WI n- 2H SC. EME FAI 
定理 3.28 Hr {{(2)} ARR DAH- RRE, FrEe Ri 
个 天 >) 在 口内 均 满 足 
Fizi 
MÈ (fO) dE DA EX. 
WEBA {EE 


P= («Gh Ff 1 EGY. 


显然 ， 卫 满足 定理 3.27 的 条 件 iy 与 iD ， 其 中 取 5= à. 现在 来 


验证 了 满足 定理 3,27 的 条 件 D. WR fn, Da) CP, Dn C 站 nm，， 


T84 XR COS EE E 


—— 一 m — ———— -r 一 


(n=1,2,…,» 加 Dn 为 开平 面 且 函 数列 fe COLE LE NEA 
1 


收 合子 亚 纯 函数 fz)， 因 /2(0fn 22? STET EEE PE HI — SOS 
SUP f GMGO, MARK F CYCY IRRF COf G0? 361, 
EGG a1, miror) =L, MA ()=3(24+0C) 


CC 为 一 常数 )， 而 这 是 不 可 能 的 ， 客 在 开平 面 上 就 有 P COGO! 
A 1 ， 再 由 Mues 的 结果 可 推出 f(z) 为 常数 ， 最 后 应 用 定理 3,27 
可 知 ， 族 {f(z)} DKEA, 

从 上 而 的 讨论 我 们 还 可 看 到 ， 如 果 于 述 Hayman 猜想 4， 当 
#= 1 时 也 被 证 实 ， 那 么 定理 3.27 就 使 相应 的 正规 性 问题 获得 解 
决 . 
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$4.1. 预备 定理 


KETAT Borel 方向 的 一 些 基 本 性 质 、 在 这 里 除 Bou- 
troux-Cartan 定 垩 外， 其 余 性 质 我 们 只 叙述 而 下 证 明 . 读者 如 
需 了 解 这 方面 的 详细 内 容 ， 请 参 阁 庄 折 泰 5#2 和 杨 乐 "1 

首先 ， 我 们 给 出 坷 异 方向 存在 性 研究 中 常 用 m Boutroux- 
Cartan ŒW (MH, Cartan), 


定理 4.1. Posli e-o -EmA Apr = 
k=} 


1, 2, vs n) 为 复数 . p HAE- ES WfrXERÓd au F; 
|z — a,| a, (1- lets nt) , 它们 的 个 数 m En EE 


1) >r;<2H, 
j-1 


tr 
23) r£ UU ni, ipeo» (E). 
jai 


证 明 HUE T PP. 
1° Og —IESENG APE HEC, DARE AA E 


"RES APT TELE As 其 中 上 = {RL $ ASE — IE SE i 
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GC 
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NC A A — pu C^ tr Py ELDER EHN AS 
FEE, HELEEN RO 不 存在 ， 设 也 ,为 图 C 和 包含 E 中 
HARTE FDA PCM, Upi Hop, 3p 


HC, AA ER Pi 个 点 ， 于 是 Pi Pa. FFE C, a8 Hb IC as Li 
piap, PECAR Er, AM, rcbus Hu ARS 


下 去 就 会 得 一 个 图 它 包含 B 中 的 点 的 个 数 大 于 mm MITA. 
HPU ADU AERAR EL RRA BEL 


fc —IESHIKCO E- Bl CEA P Ape DOR BARI ER MAR 


M HA, HORS ERI! 中 的 最 大 者 ， 对 应 的 国 为 C,，C， 
D 为 半径 并 且 丛 好 包含 E rh A. 个 点 ， 这 和 个 点 所 成 的 点 集 
LS, TR. 

oU dE, dem, WIBIERRGE— ERR M AE 
C', jr À App $836 BS EE AIRE PV AREA. WEN. ERARE 


整数 X PR À HE Ca, C. 以 和 ZAPRI 


好 和 包含 Ei 中 入 ;个 点 、， 这 个 总 所 成 的 点 集 以 S. XR. ANA 
下 去 三 得 到 O, C, 53 G= 1, =, m) 和 使 
rh 
msc, Sa = 7, E= l| 5j 
j=1 j=1 


B FRA us Aa. ce, Ans IA 


一 -一 一 .一 一 TT 一 .- ——— 一 —— —— — —— — —— -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


A 和 
现在 证 下 列 事实 ， 
2° 设 入 为 一 正 整数 ， 并 设 C 为 一 男 ， 其 半径 为 ~ 也 ， 候 定 


CHE IE M y ZA, IH KR EER- ERR] A 
jm) ,使 | 
x QC, ES, Au, 
EXE, REL, BANSA 我 们 区 分 两 种 情形 ， 
0) Am, GB, ERENCHp-— Hz. 2, 所 属 的 S BET, 
D) mea. EH, Hana. LS HA C 包含 的 中 
Y 个 点 所 成 的 集 人 台 ， 栽 们 指出 下 式 不 成 立 ， | 


P 
Sc E- US. 
j=1 
因为 如 果 这 个 关系 式 成 立 ， 邦 么 根据 1" 应 有 hp ZA, MAEPA. 
故 存在 cx oe. WE. 


2 
z.€S, ze L oi. 
j=l 
Bacs 《Is7sn) ， 于 是 zz 及 7 即 满 是 要 求 . 
ST; G-1,2,-5mo 分 别 为 Ci 0G —1,2,-, m) Rama m, 


其 半径 为 C emotion 2. 7L, some FAR. 


3^ dy EMA, RECO TQ, Ibis MA. Bux 


rt 
C 的 圆心 a ELT, 出 C 最 多 包含 五 中 入 一 1 个 点 . 


j=1 


SG, ECUERETMRBUENPAGEIRA, HRE, SE x 
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一 Mr AL er 


€ E 及 一 止 整数 7 eje WE 
-H | H 
2A [a-a mazo re aj] AZ , 


其 中 a 为 Cj; 的 同心， 由 此 得 和 <<%\， 从 而 矛盾 . 
我 们 任 取 一 点 z EU Pi， 重新 排列 E 中 的 点 的 次 序 ，> 7 
j=1 | 


f f 
£2. er nl 


f 


z-z |eļz-z; r 


地 |- 


sx z=- 


ROCHER bs UTOR. WR, CRUA E FHN, 


NÉ 


ssp 


同样 ， 考 虞 以 z 为 心 ， 以 2 全 为 半径 的 加 ,根据 3 ,此 加 最 多 包含 点 


zi, KE 
z-z; 22H 
n 
一 般 地 ， 有 
z-z lak Csakan), (4,1) 
BUR 


ro es (SE) 


至 此 定理 证 毕 , 


HZ 89 
EEE —ALBELT; Cj =1,2,…, m, m m) 称 为 关于 
(Zis Zana Za) ECHB— HARAMA. 


Sa o AD 式 可 知 ， 当 zE UT 时 ， 
j=1 


^ 
> LL. 1l. "n ( 1 + l M 1 】 
kal [z — Zp | H 2 


于 是 ， 我 们 还 有 
定理 4.1’ iz. (k=1,2, "=, n) An ARA. X YrHOÓE 


A-E, MWEÆARTE Tj ix-ajlr7j G152,-m), 
EMRA om n BS 

1 

j-1 


Tu 
2) X z€ UU 时 ， 
1=1 


Les (0) 


N 
ilprDEglge). (4,2) 


NTASPIEMIERMRE, G. Valiron 3 于 1928 年 证 明了 奇 
异 方 向 的 存在 性 ,我们 先 介 绍 关于 充 清 图 序 列 的 在 在 性 定理 . 
定理 4.2 设 i(z) 为 开平 面 上 级 为 p (0<p 之 + ce) Bub 
M, abc dE TE S818] 
Ia |z-2zj|cejzj 0O21,2,-75», 


lime;= 0, lim |z | = 00, 
c J= 


J~ 
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使 f(z) 在 每 个 BUE NOR ej. Pk, AARE JAN 
BOIS FRE He 21" ! 的 两 个 并 内 ， Hlim de 0.- 


DoG-i.2. 0 BNC 3 o RCE. 

由 定理 4.2 vg 

定理 4.3 Ki: ) AIN ES o 40<.p< +es) 的 亚 纯 
EAO WU TEYE--CTREEREAIMAIOÉID£EA: argr = 0 (0xO0,— 
25) ， 人 使 得 对 于 民意 正 数 及 任意 3 TERMINER a; CAF 
Up, 721,239 HA 


" 8 
| | 
log | D Mr, 60, Ef =a} 
lim dmi — E 
co logr 


这 种 方向 全 称 为 f(x) 的 p 级 Borel Ali. 

FEE AE FR SEU [ALPE 3E £e TE TE S66. Borel 方向 的 存在 性 ， 反 
ARX, A.RauchCir2A Borel CT RIM ££ 4 BE Se 1H Tes ES FP EE] TE 
在 性 ， 

定理 4.4 Cr) IE TM KR Ho p + co) BUY fia 
Br. pA. avcgzg 20, (0:09.22) fe) Borel A e, M 
DATE — 91 IA 

Pa 2-2]<eilz;l, g= zle, G=1,2,..) 


[im izj 5 ee, jim e; = 0, 
dif C ERAT PIB CERE REZ [| CRM. 至 多 可能 除去 - -i 
& cip A FIRT RA TIR TREES, 其 中 lim6j= 0. 


X Borel Fm, M, Biernacki i3 pg Vb. 1 Dn p EB 
定理 4.5 设 1(z) 为 开平 面 上 级 为 9 (Op +00) DUE S8 RH 
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数 ， 则 存在 一 条 从 原点 出 发 的 半 直 线 A argz =6, (0x8, <21)» 
使 对 了 于 级 小 于 0 A — NES pe) ARAA 或 无 穷 复 常数 ) 
恒 有 

logni(r,00, ef — 9) . 


lim 
logr 


To 0 


EEREN 1-09] VERI EROR. 


84.2. FAD 99 09 4 E 


我 们 知道 ， Berel 厅 向 可 看 作 是 对 应 于 Montel 基本 正规 定 
MB- -条 衣 异 方向 ， 实 际 上 ， 对 于 每 个 正规 定 岂 ， 我 们 都 可 提出 
相应 的 奇 措 方向 是 否 存 在 的 阿 题 . 本 节 介 绍 国 内 近年 来 在 这 方 画 
的 主要 工作 . 

3611 T4 25r 8 Ho A Ld p d RC OR HA, Jc iESEC 4 MET HE 
r. 

定理 4.6 ICO o (0<p<+co) SRE, MEEA 
由 原点 出 发 的 兴 直 线 A argen 0, COSE. C260 ， 使 得 对 于 任 
BEA e —UURODMNRaE—ULRSIQEGEMP ÉD, dO 

im log (noo V0.6, f-a) n.) (r8, e, f OO =b)) 

T-—02 logr 


= Ü, 


其 中 my k, LAS de à Lcid 8 个 止 整数 ， 


85(r,0,,e, fa) Pn eler 9 (larger -9 =) 上 
f(2) — aft] HER TU FAR H. 
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在 证 定 更 4. 6 之 前 先 证 几 个 引 理 ， 
3| 384.1 fa) T Iz|-RAEEBE, f (0)360,00,f0m* (0) 5 


0, PO- 120.3507 ^ à CE, MO 7 «C RE 


1 > F0) I E (0)— 1 
Tr. lo 了 UI 一 
ns )« Roe? Iron (033 - |+ tog -FFO 


+ 1 Er 1 
十 NT HJ (R, r) + N, -13 ( R, #1) 


+ NCR,f)+log'log'|f(0)j + log*log* KOT 


+ R 
+ log log*. FICT ac -+ loges 


+ log*R + log’ -+ " (4, 3) 
+ pm i ^ EFE - I - 
其 中 记号 Na (r 1) aen (n) fo ds d, 而 


vA (7, 二;) 表 示 1z|<<r 上 f(x) -4 的 零点 按 如 下 方法 计算 HR 


ARAUCA mA OCIO VEAUEUOEST n 
超过 gH, MR mock. 重 级 大 于 上 的 去 点 则 不 计算 .另外 ， 


一 .一 I Y (Ej l ) 
N er. Fa’ HIA N (r, Ig 


证 明 HS 


:nl， ER ) + los 2. 


根据 Jetsen 公 式 (1.19 , WA 
seen (D) dts 


"f j 
pont 13 f (n) 
Nr) + mr, r ) 


E) ] t1) ) 
tcm (r, d$. nir, EIDEN 


+ log |a |+ log2. (4.4) 


应 用 定理 1.13 ， 当 0 之 7 之 之 RR 时， 有 


(s. 1 Ye mfe, E 


K Áitog* T (o, H + log*log" h 
<< | og*T(p,f og*log TUM 
+ d + 1 + 
+ log PU + log t log*p- 1) 
(4. 5) 


(mM +i 
应 用 定理 1.13 于 m (r ET 一 一) ， FROY KU, 同时 注意 


到 


+ (m+ 1}T " f) 


(m) 
RER. 于 m (LL, + ) Hot P< D < 


Ta 
nol. UE 
AO Bl 


yt-1) + + I 
n(r En) CE dlog*TGo f+ log*log*, megj 1] 


log* 


1 1 
+] + + - 


+ log* + log *p+ i ， (4,6) 
55, 
N(r, M E j- NGOs Nfr, um. 1) 
1 


DX CRT ^ 1 1 
ez Nr) +N, (r, fom a 1 N(r, jos) 


=y AT 1 
ZN (rP IN, Fr, zo» 7) 


1 f. ' l I 
二 {7 tr, UT + log i O0 (0) — 11 t eer 


ONG, P) + MN,-1i) (r, Fa 一 DE HE FIT E +) 


Mi Nir, f) + mr, 一 I) + log rem e | 


+ log2Ÿ , (4,7) 


£F In : r j "n — 1 Hi 1 
Ni n.o one) ENT Or F 


men iy m+ 1 ij 
) (4.3) : 


«NmAD (r, +) TET m (s, 


RH 795 


ana m uL 


由 (4.4) — (4.8) À, HR. AARTO, DS 
r(3, 3H ocre), 就 得 (4.3) À. 


引 理 4.2 设 函 数 f(z) 于 |z| 志 1 全 纯 ， Xm, k, 为 三 个 


Tn, HWE 
medo. 1 À 
7 + 了 福王。 
E: 
1 1 

"eo (1, +) pi ra) <N, (4,9) 

mois a, 
] ] À 
nf T =) ji < E , (4,10) 


或 者 在 | x |< 二 内 存在 两 点 <, 与 6， 它们 到 fx) 在 1z1< 1 ALS 


任 … 芍 点 的 距离 都 大 于 10-= 计 | (1, +) 4 117, 到 f (m qz) 


- Az | CORRE E AGREE F0 LG) 


+1), AHE od 


"Cu ; =) < K tene 于 /+ NiogCN+ 1) +1 


tlor Tu xb *log'log*|f(£,) | 


1 
+ logtlog* 
E 9E fé 
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1 
* * 一 
og log rei. i-i] 


+ log*log*- a. 1D 


LOUE 


证 明 ÆMI:I<1.E, 以 f(z) 的 每 个 重 级 小 于 k — 
F 000) — 194g ESI LB XD, LE {480CN +1)}°! 
YERDE, HARRIS Cr). ØE À CG) 的 每 个 办 点 为 心 ， 


以 {960[n (1, +) + 1 ]}} SERENE, He 体 记 为 
(a. AF- IRATA G, E (960 a(i, r5 —À]) 
+1)} 为 直径 作 小 园 ， 其 全 休 记 为 (Y)s， 令 


(m y+ (Pda + (pds 


5835, (y) PA RRRRESRAT AS 


EHRE: 35 Ses E CIzE o 00) 1G0 = 4. 若 在 


rl 2 p, Et feo] 1, W T(O,,1) — mCOp,,f2 20, Ms 
fR, À 


1 
v1 f-a/ loge N (Pos f - ro) 
g l {Te f) 4 log* lal + log 2 
log2, e? 


0 y 
EST > . 
toes $e» srl 


c2 1 Y 
IT {iog 2 + log eir) . (4.12) 
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To 


现 假定 在 四 1z| -=p。 上 存在 使 |f(z) [> LÉIK. RITE Z0: 
Iz;| = e, H 


fo] = max FT. 
BAR IF II. Boo «Hl Iz - z, | = o^ 5j (y) 


个 相交 .在 圆 jz- z] =p" 上 到 点 xz" 使 
[x i = mex IF). 
z—£,|-p* 


HERRERA 5z, GROB) CY) HR INE, e A LER AR 
EHRM, XE IBERL. SEXUEL ISISBEINTA, LE 
& — ACW IE IE ZI SER 151 之 =， 且 车 以 为 心 ， 则 还 


有 
Clap 1) (a-é c. (lec) (Ia- ti D). 


(4, 135 
我 们 区 分 两 种 情形 ， 
fiza) 
(1) (OD (2,3 - 1 *--1, (4, 14) 
xx sp X EX ^ ERI DH JG: 
f me) ) 
(1.1) ron cz - | [1 


应 用 引 理 4. 1, B R-—, r= JHEXCBIBIZ.C€ (y), mi 


mtl 1 "AT 1 | 1 
Ni (2 e 4) + n (z? Zor Fm rj 


198 — ent dde n0 1E NI 1: 


一 "一 


{mi L')Niog(480CN + 127, 
就 得 


5 L^ 了 
T (3, Za, F)< E [NtogcN + i)+1 


+ log*log* |f izy) | 


+ log log’ oT T 5| 
0 


. + + 1 ' 
+ jog'log Fes) . 


(4.15) 
55 "Pac fiz ht, 有 
1 
(s: Te» po JS (Ge o jf z) 


log 
4 
x5 lu e p) 
T -4 Tio, Z 2 
log5.- 12? ^** f 
4 


+ logif£z42| + fog*|al4 log2 


I 
+ log ——--4.——, 
E UG -aj4d 


再 由 (4132 X (15) ， 可 得 
1 1 /1 1 
"(A E» E. 3 s "p J- à ;) 


— (i. 


LK 4N log(N 41) 14 log ———— — . 
{N Tog EF), ai 


RRRA 799 


-—— —— 一 一 - T — zq i | Le — - —-- -— 


+ log*log*|f(z,) |+ log*log* — mS o | 


y ume 1) (X, ) 
(1,2) ne » 1 . 
册 区 分 两 种 情形 ， | 


(1.2.1) 在 工 上 恒 有 


| finti} (z) 


Tea rmt 
对 于 西数 (logC f? c) -10Y, HAL 积分 ， 得 


Log {fm c2) — 1) - log(f Em) cz, — 1)|< 1. 
由 此 ， 有 
fm ex) | elf m G1 e+ 1 (ZEL) 
ÆR LM, 31 


(KZO [SKL 1fG| + FIF E| v ED (2031) 
(4.17) 
HI oll, WE 
| Féz* 5| i f 9m (2,) 
Fast < E(t dr ev Ke 2) 
ARE HRE, 8 
. [o f gga ) 
1 EN. 
(m, zo, "n T X IG +K, (4,18) 
令 


d=10°* {a( 1, 1) +1 J. 
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- r -oe rr 


HER S02, € C) RE 
Ci) (.) 
1 + f (Za) d ft u 
og Fa) « n(5, Zo ; ) (122z1,2,-,m) 


再 应 用 定理 1.13/ ， 有 有 


T 
log* PU (Y) ES * | 
OE Aaj |< K {1+ log- + log Ted, Zo, f) 上 
(4.19) 
Ej 
P(d,z » ET * Ds . LA ll 
D f (D r4 POE T(o*, Zos FEST) 
+ log*|f(z,5], 
Haa (41.18) dH (4.19 , RE 
Típ*, . 1 E 
(o Zas Rz < K {lt+ logd 
+log* T(P", Zp, NE 
+ ET? 
*log'log*ifG))| b. 20) 
fep TR 
lo: + T p, x s -一 -- f EE = + | 1 f * EN [ON 
| o [fc ST) log is TP Zos Foy, }} 
+ log*K 
l 5f. f 
u— I , -= L1 ——r 
2K (e Fa Ex. 
+ log*K, 
EG 


s te gl) reta, 3) 
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+ log*log*[f (z4) |} . 


"x 


因此 . 
F. 35 
T (o°, z,, f) log fG 20 +K {1+log'n( 1 , + 


+ log*log*| f.) | } | 


CEE) 


青 注 意 到 


1 1 . 1 à 
ict f— er (1 , "eos Fa) us (o Zorg a 
8 
< I 
"1 y iro re, + tres a | 
& 


+ log24 log* ia À 


« K {log DTA Si + log*n (1, DI 


+ log*log*|f(z,)] +1}. (4,21) 


Cm i) 
(1.2.2) PECEL filamer |i, Been 上 


jt3yz,.5 5 fii, TUB 
f amn1) (2) 


me i |<1. 


同样 ， 对 函数 (log(f 09 co - D) WIL 积分 ， 得 
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z ——— 


—— 


LICE (2) - 1 4,22) 
is (2,4) —1 <e. (4. 


Hits HAN LÉÆ KES 并 注意 到 [f(x。)1 1 DRE 
MODI K (UG) + M Got e HEP GL. 
l (4.23) 


为 了 应 用 引 理 4.1， 我 们 来 估计 | 二 "OT -| 


Hp (4.22) 和 (4,28) ， 有 


foo) le d 20)! AKI 
FRIC tm) 1| [ftc | 


LETEN 
<x(i+ x fie ) 


2- q KZ log 0)|+K, (4.24) 


fO.) 


BA, Blaise) 二 (1z- 引 < 2 mp 
Tz DT, 0 Za, f) Slog" LION te f) 
«log! M( 1， £, f}<7 "(is t, f 


= 7 {713,63)+iog IKOI }. 
FH, 根据 (4.19) RAA 


log* - s) duc K {log n(1, 了 小 l 
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一 一 — = 一 -一 e- — ~ 


+ log* rt - t, À) + log*log: Hom 


(A 25) 
Hp (4,24) AI (4,250 ， 并 应 用 引 理 4.1 Fiz- cj 2° 其 中 取 


r= 得 
r(ž; 5 +)<K {Niog + 1) +1 + log'n(1, +) 
+ logt T (+ €, +) + log*logt os 


t log*log*|fté) | + log*log* FI OE qe 
BP (4,20) À, SD ESCENA Toe TI, 6 二) 而 有 
TÉS, t.) Kk [Ntog(N c) v1 log? #(1, X) 
12 , f | h s FT 


"jog? Hogt 1 
*log'log*!f(Z2| + iog"'iog HI 
* + 1 ' 
+iog'log rm ri ， 
仿照 情形 O.D 中 对 (4.15) 式 的 讨论 ， FER RE 


1 n 
(2 NE K ÍN log{ N +1) +14 log -- FE "ai 


*log'n( 1 ; +) + log*log* !f(2)] 


1 1 
log*log*. 1 + logtlog* un 
t 9E REN TE gea 
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(93 00 [fe 0) i 
(2? I fe.) 
此 时 ， 又 区 分 两 种 情形 : 


i Qm _ 
(2.1) 在 工 .F 恒 有 [zi 


f(z) 
iEXE SJ fz l> 1 mid 
[fm (x) 11 + FG)]<2max |f) | 


W LERB À 


EGO | c] f 9n» (no PERE Gn) Ee e 


+ fée e max | (ZEL) . 


TA 


«1. 


— Ir m ar 


(4,26) 


GED 


|f(z* «3 di, Mot d Gi pre + If (2) . 


EAU (1.2.1) 中 对 《4.17) AHE, Haf), A 


使 (4.21) HU. 
(2.2) fée L, (di 
FPE) 1 
fŠ) 
LATEEF., 与 < 阿 的 部 分 时 ， 恒 有 


| (z)- 1 
f 


= l, 


- |< l. 
ixHj, HHS A MPRE: 


; Fm (E-i 
(2.2.0 lr cg |« 1, 


HE a 984, 17 gl (4,15) AS, HI LATE 2, 


(4,27) 


(4,28) 


. 因此， 仿照 


RATE: 05 


对 (4 15) 的 讨论 ， 当 a3 KC), 就 有 (4.16) ARI eg 
LI REZ. 


(nml) 
Gam o [Dg i 1, 


我 们 又 区 分 两 种 情形 ; 
(a) ÆLEME: ST LEZ" 间 时 ， 恒 有 
j m1 (2) 
| one [< i. 
仿照 情形 0.2.0 的 讨论 ， 通 过 没 工 逐次 积分 ， 有 
HG) E KO + FE) + I CE + € [F9 CDD ， 
另外 ， 从 条 忻 (4.28) 出 发 ， 通 过 沿 志 逐次 积分 ， 得 


£O core K(If e IP ol em F Gu) 


(1—20,1,:-,m) 
于 是 
fcrt) [< 区 (1+ ECZO LE IE xD | + ort gf P (Gu) E 
RER (4.170 式 成 立 ， 因 此 ， 当 es f(zo。 ) 时 ， (4.21) AR 
X. 
(b) (EL b fégE—Auét'dpT6cERtII[N, 4 


fm * 
ale am 


HEL E:T tE HB. OH 
pmt) (x) 

FO C2) TT 

此 时 再 区 分 两 种 情形 ， | o 

(D TEmTHE IF «5I (120,1,:5,m— 1) 中 ， 至 少 有 一 -个 


|<1. (4, 30) 


6 EMAER 


kTA, | 
epp 0.2. D 情形 的 讨论 ， 通 过 沿 逐次 积分 ， 得 
(fee) | K+ ON e IF Qo e E, 
再 结合 情形 加 的 条 件 ， 就 有 MEM 
RIRE (ISO) | e ^D e 100 CE)| ) 《4.31) 
Bi (4.29 , (4.300 及 (4.31) ， 可 得 
re 5 115 rm gil "1 Ke 


/, IF PO 
<eK (1 +| F |+ fe. 


f m) (e ) 
f (e) ° 
Ed . FRS LT 
+ 18°) 
log fom ce") — f dux Jw) +K, 
再 进行 关 似 于 情形 (1.2.1) 中 对 — 就 有 
Û 
Ce 1 | — K {1+ log + log'T(d,6,]1) 
Tiog'log* "ES Jj , (4,32) 


BAM B Gr-c«Dc(lz-C ar). i 


TC, D «& log*M dC, flog M(L, e, f) 
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^ «g (5, g's F) 


< 97(i5 , €, Tree Fea)|. 33) 


应 用 引 理 4.1 于 |z - C01 并 结合 (4.29) ,(4.32) EK A. 89), 
就 有 ? 
5 pe. DeKI jouT(S, o, 1 
T(Žs €. +)<K{ log r (Es c. +) 


+) + Nlogt N+1)+i 


+ log*n (1, 7 


+ log*log*[fC Z*5l] + log*log*— eer 


1 
+ log*log* [pom PC il 


n " 1 l 
+ log'log'- yi E 


间 20» 式 一 样 ， 我 们 可 消去 项 Log T(S, c, +), MER 


UD a.D 中 对 (4.15》 的 讨论 ， 当 4 到 6) 时 ， 就 有 


1 l3 + 1\ + 1 
nf un TEF + NlogN - 1) 


FJ 


p * tog? log* 1f€&* 5| 


"IKE "ra 
log*log*-.-—L. .- 
t 0B 98 ge 
+ log*iog* 


| f em E LE il 


208 FAR MERE 


Tmerr 
ppm rer —r r a — r —À— —— HH m — —Árá man 


(4, 34) 


+ log*log* or) 
© [POSEI G-01,, m—1) - 
从 条 件 〈4.28) 出 发 ， 类 似 于 2,1) 情形 的 讨论 ， 通 过 党 
逐次 积分 ， 得 


Ife) K{1+ RCE) + EF DD ++ FO Bl) ea 
TÆ 


T(p,, DÆK, 
Mi as f(0)Af, 


1 1 
"(ii p < jo (Pos 72.) 
—- 1 
ETT [TG f) + log jal + 1og2 


+ log 


1 Y 
| (00 ~ a] j 


K _1. 35 
< K {1+ log- EX 39) 


3E gps | SES. 

现在 我 们 来 证 明定 理 4.$6， 

BRA. arpgr= 0 06, <2n) 为 (2) 的 一 条 PP 级 Borel 方 问 ， 
以 下 我 们 证 方向 4 就 具有 年 惠 4.6 所 要 求 的 性 契 ， 假 若 不 对 ， 即 存 
HZ MERE, DEW, Eea t 


以 及 一 个 有 穷 复数 <、 一 个 有 穷 非 等 复数 ?与 一 个 正 数 s， 使 当 7 充 
分 大 时 ， 
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"— mur r ——— - 


——.—— ——— a——————— — 


2...) (rs Bo E f =a) +R.) (r, Oa, E F mb) 
«rU COKTA). (4, 36) 


m 


giz) = n 


RARES PRÉ, HS A. argz= 0,459 Borel 7; 
|j. TERRE. 4, FA — PESE [9 
Pas Ean] S £n|Zznl, 
IZn4 1177 2 nls 
ArgZg m0, (n—-1,2,--5 , lim. enx= 0, 
TI O0 


EBERT nA, LCORÉÉEME/D Ir XX, ESR 
些 复 数 可 含 于 半径 为 grn 的 两 个 球面 小 圆 S*， Sip. 其 中 lim Un = 


lim dn 一 n. 


Tt e CE 
KT" (2—-2nl<2408nt2nl. MÈRE, 
PC (Jargz 一 日 | <e) , 


令 
Gi) = E£CEgp + 240£4 | Zn] 0 
ce) (24e |z41)" '' 


SCC Y HSI, Brekt, 
"Red (2 b To) (1 à; cou —)< 2 Eni", 
| (4, 37) 
HEHH, 2, LÉ Ne, 有 
1 a 
r = = n| -人 EN = ue qe e 
1) &KIKGIKUR U, 10 À, PAE (4。10) $, MAER U. 30 式 


16 SÉtpAKGTAN IE HÉCHE 


一 一 一 一 一- — 一 一 一 -一 = 一 — 
=- 一 一 


<K [ios*a(1, 1, à M n4 DU CIRE Der 


-+ leg*lexf [Gt | 


1 
+ leg (G), a, 


* log*log* + log*log*- 


T 
EG » [om 1] 


+ log*log* e i E 


其 中 n! «e El Hti, t, SGW P1 上 的 零点 其 


GOW- 1 的 零点 的 距离 分 别 大 于 

Qi)» J x Cog) 1" 
5 

ZX = Zn + 240 £n Zn d, Pn 240En [Zn fes 
于 是 

nTn, ge a) d Tog?n(1; 1) « 2 enl Tlog(2 jen 4 1) +1 


+ log--— HEC ZEN - 
ELEn) a 
(24084 En) A » (24985 iz,  ) rj 


| 
g Gy | 


(24887 lent D 
{240en [zu] )" | 


+ log*log* 


+ log*log* 
g (2, 


á 3 7 9 a 


1 一 rra = A -一 一 -Co 一 


1 
| CES H 


| (4,38) 


HARPA, RAEE zs > 1, Ait, Ltda MES NS 


Or RE 5M, Az GO NAAR EE 
g^, a 


t log*log* 


(2408 [za )" 


+ Jog*log* e 
8G,) 


RIERA T 


107* (a(2 lekt, -) + 1] mor (nons P + LẸ ， 
Tiz 与 5 ” (2) 一 1 ERRATI [a(2 d) 


- | I 1 、 
+ 1 J '. REg), TRU ULL EIE LRV APO. S 


HiPoisson-Jensenrz (1,1), 当 n 充 分 大 时 , log 


log*log* — i _., log'logt—— {À 
gtz ig"? (x) - 1| 


(p llog Esp (ox 10lio45. 


log*n( 1, à )tog*n(2 rl d 


2 EAÉMÉEME 


-hh -1 


— ———"————— ~ 四 - — 


< log'T(3 lent: 2) * log (- 1 ;) 
og — 
2 


< (p+ 1)log lzn +À, 
RIM (4.38) 式 就 可 知 、 当 # 充 分 大 时 ， 


jos Y, oj | 


nn g-a) «K | zni “log En + log 


1 
(4. 39). 
因此 ， 至 多 除去 一 个 球面 半径 为 ”的 小 圆 S% 后 ,对 于 其 它 


Ha, (HE 
nn, gaa) «[znl*i (TIT D). 


因 S88，Su 及 S* 的 球面 半径 都 赵 于 零 ， 故 当 # 充 分 大 时 ， 就 可 选取 


& iran C Sn U SEU Sh. 这 样 就 有 
zn ]9 "in ;Zn| Tl 
Hp 
D ~ ac. 

FATAR EHER. EEA 6 得 证 ， 

FER RE BE A, 6 的 特殊 傅 沿 我 们 有 

系 理 4.1 if) Ho (4 之 p< 之 + 00》 级 整 函 数 , 则 存在 一 条 
E I ex HIE ER HA, argz 8, CO «0, 251) , EA HTE 
RiEMe, MgA Ae, WHARERAHI Seg, 
tE A 
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ET TC 一 


log (sc, 8,,8,f=4) + n(r,0,,2, jum = 22 

im, logr |. 
SA, LEJHA RA Miranda EWEN CHE, 9) 相应 的 
ANH. 

与 Hay marp pA E 12) AV AR IE AE M CAES. 13» H 
作者 建立 后 不 久 ， 杨 乐 15 担 出， 是 否 存 在 相应 的 奇异 方向 ?这 是 
个 困难 而 有 趟 的 问题 ， 已 被 张 庆 德 各 杨 乐 13 解决 ， 陈 怀 惠 51 3 又 
简化 了 他们 的 证 明 ， 这 就 是 下 述 定理 .， 

定理 4.7 设 1(z) 为 开平 而 上 具有 有 限 正 级 的 亚 纯 多 数 ， 则 
存在 一 条 由 不 点 出 发 的 半 直 线 4，argz=86( 4 0,25), 48 
对 于 尾音 正 数 2:、 一 切 有 穷 做 数 4、 一 切 有 穷 非 零 复 数 b 与 一 切 正 
SS DUE 

=. OX (^c Bap Eu) + nOn B.E p = = b} 


Er —— —— Em . 
cen logr 


为 了 证 定理 4.7， 我 们 先 证 两 个 引 理 . 
引 理 4 3 CO Tizl<R COR) NEAR. 24 H-E 
RE RCE 


i pr gr nr nar n n 


i 


- p, 


fC0)5 0, co TW Obei; fk*DGo02 D, 
(Go UE co»(f& co) - 1) 


- k+ 2) f'k*) 00)? x0, 


Wu 0 —r« Rh. 
To, DE AN) N(r. "Yap. » dog Fo 


+ log'R^log*p + 1 + logt UCQ2l 


214 SE 6 HE ROIS IE 26 RE 


ILL — ———ÀÓ—m-— n .———n —— l—— — 


+ log*|fF 9? ( Ü }] + CRETE 


, 1 . 

* let DP 30000) = D = yf EA P 
(4, 40) 

ER AER. HERAN, PART UR (5 


nf EE Rn HE), 有 cham. 


(220 , (2.26) 及 (20 RRX. SM M QD 及 
(2,28) BM, Scr Drm (n ESA 


fen) ， „i 
n(r gy) K (1 + log + log "P 


+ log "Tip, f) + log*log* ro 
T" I | 


jd, 40 <r7<p<RAT, 


L 


Ter, fe K 1 1 ZE log. + log* +log'T (p D 


-log'log' -log'iog* 


1 ll 
BELDE ETO (05 — 1| 
à - 1 | f l 1 
* log'log ping) «(2 )N (n 1) 


+ (2 + CN rm — 5) 


deum 215 


= rr rr = — Sa A L LS o TT Ll o—— —— unm Tr IA = Pe eree 


«(24 1) 18 YU 


, | ERD Coo(fG 0 ) - 1 | 
EC kanfen (ra 71) TENTENE 


再 根据 引 理 2. 3 和 2. 5 就 知 7 40 AR. 
SEa CT Izl< LES, E 
n(l,f= 0) +a(l, f= 1) =N, 
nl, f) =Ù, 


RUF 2" SR nt EC e 


N' 


RE 
JL =A 2l, 


KR; G= t, 2,575, N°) AEO IL 1 ERA, EX 
— Aa, 都 有 有 


"(ss f=a)< K {N+ 1 + log'log*if(z,)! 


1 
com ， (4. 41) 


WEM ”根据 Boutroux-Cartan 定 理 ， 存 在 两 组 除外 兽 (y), 
种 《7Y);， 它 们 所 含 园 的 个 数 分 别 不 超过 和 和 和 N*， 半 径 总 和 D 


1 — 
过 "i? m4: E o,8, 
I 1 N 
Jf =e (size). (4, 42) 


j=] 


pe, G=1, 2, 500, N) AER OR- 1 dElzI« 


216 WW PEAUE IE GE E 


I 上 的 一 切 堆 点， 而 当 z 人 《7) :时 


IT 2-842 ( 
LE 


N^? 


ae) (4. 43) 


APNR OEM e c LAA. EMil 内 到 
zE MU: TRH, 大 在 两 正 数 r, 和 ra eer 


<r,<S, Ta T1 1 


64 128(N * 1) | BIRD, 7 1 X |z- Za | sr. 与 


Co, 无 会 共 点 ， 下 面 我 们 区 分 三 种 情形 ， 
(1) EDLE 


kal 


C -L occ 
2; £0 > 地. 


Jzü 
此 时 ， 应 用 定理 1. 13 ， 当 r Cr pr, À 
7 1° + - 1: 
mr, Zo, AES E + log" 5 * los log*- Tel 
+ log*T (p, zx na f) » Y 
BARR (4, 420. À, N 


N (rsza, Pete (IL 


| zo — à. 2 )<Nior (10240) » 


FX 


T(r, Zos < K {N+ ] 十 logt + log^log*! f(x, y! 


+ ee gs log'*T( P. zas} à } = 
ü 


mHSpHZ, 5 于 Utr》 , HPE 


Yje = 


He 11} 


一 一 一 TG 一 一 一 一 ur 


Ur) = [T (2, 7 ”| uS 
| 9, . | 着 0 neris 
就 得 


T( v, zo, +)< A {N+ 1 + log*- i —,* leg'iog* PICS 5 


+ log” log*iftz, , CT ETC T 3) 
于 是 ， 再 根据 引 理 2. 3, NB 


T(È, S gs ns r(3. Ss +) + log f(zo)| 


log” faut +E{N+1+ Yog*log*l fert] . 
IU 


d rn) Qm reete 
4 


log © 


< "35 og re y Lai * log* [al 


+ loE* |f (go)|+ K(N + 1+iog*log*|fz,) | )} 


« K ÍN « 1 Llog*log* If Ca, DI+los 5: 7} 


5M md (4.43) ERWE 
N' 
llz-8n-7 H [25 — Bj! H [Ze — il 


j=] Bl 8 B, m S 
8; <S B; d 


>f i N^ CLARA" 1 y" 
\512e 64 512e 
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-一 一 一 -一 一 -一 -——- 


(2) 在 访 上 存在 三 点 21， 2 和 zs， BH 


k 41 
FPE perge plah, fwg), 
j-0 

(4, 44) 


在 D LEERS lige n. MARNE LEEA, M 
[fem oa] e s |f 6* qa | eo («€ £,2,) (4,45) 


这 时 ， 再 区 和 分 两 种 情形 ; 
(2.1) HED Go 192. 


根据 《4. 457 ， 通 过 积分 可 人 犀 计 出 
(日 st LISE Id 
FUP QGOI XS 4^ avr ADI 
Gc IFD (z (F Oz) 1)- G2) f (z)? 


k+l K-23. 1 
ine —-— 2 + 
^" À iB 4 


在 图 Iz 一 Zz IL 应 用 引 理 4. 7， 再 注意 玫 上 面 的 估计 及 


(i 一 NT Cr) 
NÒS, za feo) N(T, a, £O = 1) 
«Nlog (:024e) , 


就 有 


一 


$ 


AJ: 219 


- 一- 一 


(2. 2) Ift? ool. 


HD HR < WMR Z. BAEZ HAE od 


ECARD (xt, 2, JEER Gp e (€ £ x7) . 


hole 


EIER (4.44) 式 ， 并 通过 积分 可 怖 计 出 


aD goallet € 2,2 


{i+1) z^) ml 1l, lli 
|f Db mtis 


[FED zt) o io, 1l. 1,15, LiT 
4 A4 3 12 3 36 


fai 


Ht scia SIP CG) x, 
j =Ù 


| ck + rU Gg cn) = 1 }- (k+ gy e D (xr ) 


220 Ete VE HE 


—— 一 ”一 一 — — 


一 一 一- i 


A -——— — — —À 


>kan. l.(1-I0-a«2. 25 > E 


仿照 情形 (2. D ÆN- eT e, 应 用 引 理 4 3 就 有 《4 40) 


AR, 其 中 Liz ERR, 
(3) TED E4frfePRz,, 4E 


K1 
DFPE) E, 
J=0 


FIRE D ERRER 1 C0 (x) | RARE I 020 (x) | < 


> WE. TED LH 有 


if x) «a . 3 415 


4 12 
(5) et ,1,17 
PP GOL SSH jrs 18 
HORS 
由 此 可 知 ， 在 石上 上 醒 有 
, ED (a) 45 
FO o5 - i| ^69 
FH 
ner, Zn, FU = co) , UE) pts 45 
| ( 1 D f nir, Zas f »| 64 Ii 


HT Zg, f= 00) nr of = oo) €N, 


一 


i 1B8j— xz,; = {I |B, — 2. i 18 一 zi 
IBr-z,1«r. IB; (<È | B; - Za | <r, 
HE 18; l> 
64 
1 N^ I NN^N? 
2) (&) 
JOAN 
> (z) 
E 
N(r,, zy, f) «Nlog (5120 , 
(rr, Zos f) emirs £5 f) tNG,, Zo» f) 
«KON + 1). 
由 此 就 有 
1 
1e =a )<n( À, ze f a) 
] 5 1 
< ers T Cor ^s a) 
4 
上 
F e EE E r RE 
<E Í N+1+ logn, aj 
ASIE. 


现在 来 证 定理 4. 7. 
HA, arge 2B, (0<9o<2r) XI CORSI — Z o 2€ Borel 7j 
|l], EL FRAME ARRA EMA 7 AERE. RE À 
Xl, HP TIEMAL, AER R a, AA ARERR Kb 
及 一 个 正 数 e， 使 当 Y 充 分 大 时 ， 有 
n(r, Bo, E f=a) inir, Bas Ef «b)«mr COKTA). 
(4. 47) 


22 d eH E ADHERE 
e 
1 B 4 
gtx) = P { fiz) a} . 


RAR, gOOUDoE E ARES. HA erga 0,0975 3; Borel 
FI. TÆ, WEERA. 4, EXE — PURGE UT 
Pm (z-z <E zals [Zn.i[72»2|znl, argzn-89, 
(n-1,2,:—2 ， 


Fi + 002 


局 得 在 每 个 Tn 内 ，gtz) 取 尾音 复数 至 少 |zn1P Ui, EERE 


些 复 数 可 合子 半径 为 如 的 两 个 球面 小 轩 Sw， 吕 内 ， 其 中 


lim e= um n= Ô. 
1-00 TL—— DCR 


EOD, ,l2-2nl<326nlnl, BAR, 当 # 充 分 大 时 ， 


f 


Tn Clargz- 0 E. 


Gi) - Ent 328n | zn | 


————— 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 


(32£p| zn | )k 
FE, COVEI - o4, Erfa kR. 
n(1, G= 0) «nC 1, Gf - 15 « 2 zr. (4. 48) 
根据 引 理 4. 4, MÈRE, A 


1 ü 
ar = Ed = (s G-= n) 
( n: 8 ) H 39 (32e,lz, DK 


K. T T + 1. | 
< [2124 + 1+ logtlog (GGDI + log, es a 


+AA 223 


—— —— 一 - 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


1 l 
AB I ap S H 


N* 


[LI =e > >) 


而 B= 1， 2, «n NO XGipofz|t| x 1 上 的 极点 . 
令 


# # 
ZW = En 320g [zn ti, £y = Zn + $2 [2 |t,， 


于 是 
f , 
n(D,, g-a) «EK '2iz,|* 14 log*log* SC 4l 
| (328, |z. | jk | 
1 S 
+ log Tah (4.49) 
n 


(826, | zn &* 2e, za Dk 
项 应 小 于 
log (328, | Za | Yk 
"dec d 


Hih” Xe 
B, = £y + 328n2n18; 0-1, 2, ey N°), 


NABOG-1,2,^, N°) 即 为 g(z) 在 ra 上 的 所 有 极点 ， 且 


N N' 
ry — N” 
HE eB | = (328, | z; |. A Ii Aj! => Giz 


 HPoisson-Jensen à À (1, D , À 


124 THARE 


— — — — — = 一 一 一 一 一 -一 -— — ——— -i .—— — 
r — 


z 312,1 + iza! T(31znl, g) 
log*lg(z,)|] «i -—-- - -— j 


F 
3|za| — [zn| 
+ los II (3|[zn|)? — T2 
TIR S Zai 一 一- 一- 一 一 一 — 
GCT) = co | 3[znl Cr — 21) 
1 


«5T G|zal, 9) + n(3]zn|l, g2log(612n|) 


1 
+ lo 一 一 
E II P 
T, X: S,Z4| [*— zal 
Ir-2, ^ 03217, | 


N L 


Fes] LAT 
sz 5T(G znj, g) NG] Znj, 2) {ou (6 12n 1) 
+ log(512e) À ， 
EREZA AA, Mr ANT, 
log*log*igtCz,0| «o + 1 log zu. 
于 是 ， 由 (+4. 49) À, Od 


n(Tnsg = a) < { iznl' log]zni + log. —-45— | 


# VE 


(Eln a, 


由 此 可 知 ， 当 #a 充 务 大 有 时， 至 多 除去 一 个 球面 半径 为 ec- 2 的 小 
hd 8, 后 ,对 十 “HE Me, 有 
n(n, get) Can Ti TT, KP). 


RSh SQARSQMUNONSEROSECTOE, HOME A RNA R an 


ESnLS US. REA 
| Zn LACET LE 

Ho-r CT. £n, PPX, AMFA. KRENT 定理 
4.7 

上 述 方 向 可 称 为 条 aytmasan 方 向 ， 最 近 ， 作 者 和 黎 向 EIME 
广 了 定理 4.7, 把 定理 中 的 复数 cp 换 为 级 小 于 5 的 任意 两 个 亚 纯 函 
M RE FRET. 

定理 4.8 ji LME Ep 0 po) MARK, M 
dk — h Bk x En RÉ ELLA. àrgzz8.€(0 £8, <21), 使 得 对 
于 任意 正 数 e、 任 意 下 整数 上 及 任意 两 个 开平 面 上 组 小 于 pp 的 SE BE 
Bax Ebo, HE) -a0)0()3 0, BER 

mot rentem) ener etm )) 


++ 00 logr 
在 证 定理 4. 82 Bg. 我 们 先 建立 两 个 引 理 . 
引 理 4 5 GO. peo Fle ER O CRL +00) WEBB. 《为 


ik) 
ERA. EKos PT. EFO 0, co, p(0)£ 0, co, 


h'(02 0, h00):5 1 À 


g” (0) k hk’ (0) _ 
qOD +s t9 - 1 e+ D 


则 当 0 «r«RH, # 


NU 
hO o, 


d i (9 


+ log*R 


TPE [ N{r, +) + Nr, )+ 1+ log À 


+ lo * + R | f + 1 E 
T Lj T * _ = 


— LL. rr. rrr — — —áÀu— nimi ur um — nr m Án mn n Br nr — — Br — — re 


*log*]1f( | + log* ]5(00 — 11 9 -togt TEWYT 


+ Lor! lesu Ro 
q^ (0) QUA CO) 
OY IUD RETE 3 
(4, 50) 
证 明 MEFA 
1 _ h-1 K 
f f R f 


mr +) m{? + mr, =) + nm (r,t) + lag2 
= mr Yy +) + mr. =) + mir, I) 
+N ir, hk’ Nr, 过 可- — Nr, h-1) 


&C0) Il, loge . 


= Nm) 
med) nee nus) 


Ner, h) + N{r, =) 一 Non x) 


+ log fe A + log2, 


其 中 Nn) Aog Ier EA RARE 1 的 零点 的 密 指 


Ko FERAN, ONG, D « Ne) JU 


HR 22 


——s. 


da — T — — 


AA -———— - — 一 一 一 一 一 和 一 一 = -一 一 一 一 一- 一 — — m 


Tr, fum (r, +) + mir, E) + màr, Lo — 


+ Nr, L) + Ni, f) + N(r, 2) 
Nr) Ning) 


20-1 | *logif() | + log 2. (4. 51) 


+ log h C0)! 


由 (4.515 得 


N: (o, BOr mé fu, E 
Na, D s mir, Fl PT. ) nir pe) 


+ Nr, rj + Nr, 1) + N (r, 22 


Lan f, l A(Q )—1 
Naira ga) * log EE 


+log,f(0), +log2. (4, 525 


TORE i 


DER. 2, YEO A RUR A Hp) 0, of, 
KZ.) oo, g'(,)— 0, (4, 93) 
WEE, Er AEDO RR E, WE z = z H, E | 


"AN 
Fe + OC 1) (ax 0) 


又 设 


228 WE PU HENCE) TER 


— — — e —— - -u 一 一 -一 


pz) - Bue BG z+ (BI 二 00). 


于 是 
= À #2 (ax) +0((a- 2), 


k 
j (9? (z) = A Y verre OCD, 


(— D kkja (C LKK ab | oc), 


— 


hOD eg (zz) Bi (z— z4)K 


j^"! 4 — 
CDU DI, C7 1 RIB, 4 oc) 


FD B (ETRU? T BG 


a conie] 


MOTO 


C: -g Er 2-2) + 0 (G7 201) ] 


1M z- za)4 0 (Go 2) , 


1 


JEE PRICE ) + of(z- za) :) ]. 


hi LED AI (4,353) Wo, 35 


Pc ` 
m(»,* l- m (r, "2 dog LÉ so 
EU g' CO) 


; / 
= M (r, gr) 一 Nr, e) 


kgs 229 


= N, (n5) Nr. 1: Nrg,: (4.54) 
3 Ni (r, Senn n Eg (2 的 零点 而 不 是 g(z) 的 零点 的 密 


WE., TÆ, H (4.53) 及 (4.54) , € 
NyGG,f)x N, (r. 2) 


i 


A^ 


Nfr, r) No, g) + m(r, E 


E | 
« Nr, | L) YNG, p)+ Natr, nan p ) 
+ Nufr 1) + mr, €) gn 


= (4. 55) 
而 由 (4.52) 与 (4,55) , # | 
Neo, D = Not, D Not, D 


«3 N(r, ieNG mesi (s, 2) 

*2N(r, i) + 2m (7, +) + 2m ( "t 

+ an(s) tm (ss z) 

再 结合 《4.51) . Bp 
T(r, D iN( d] + NG,9) + SN (r, y 


+ AN, u)*8 "(n +) +3 n(r. S) 


ht z| 9 — 1 
+3 m(r, =) +lo JEAN +log|f(0)| + log2 E 


el 
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二 一 一 -一 一 


最 后 再 应 用 定理 1, 13' 9| 382,3. 512.5, 9b n] fd (5,92). XX. 
TIIE G i96. pr) Tri 1 kek, jT 
n(l,f= 0)c72(1,1U ep)eN, 


-E 
+ mr, À ^) eleg |: 


aP =N’, wget (no = N*. 


Ms HA ÉCRIN RAO’ o )L& fec 


AUS api! 使 当 zE(y) ，， |x e 5H, 


1 i (409635 , 
& — UG 


fKe»-90, co 
[GI 


p (z} 
max { wo d" logie, log 


" zog H, (4,87) 
则 存在 点 zs SG Indes. Hip. PREO Ez 上 


FRE ELE EE NH OCT SS ux p-— DS Ha, Ju 


BARA FIY 


«(A f-a)« K {CN + N"XogoN + N’ +2)+ 1 


*log*log*lf(iz,2| + logH + logy, «b. a jJ 


(1.258) 
证 明 FAITS 1 kf GOB EAR O oi TE 


点 为 心 ， TNT ————HÉEfetEAE, HERE a, HICOI 


fg TÉ RSS GT ti A Bip, HERRA) a. 
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一 一 ”一 -- 一 -一 一 一 —— 一 ”一 一 — —— 一 -一 一 — 


Qe = (y); + (pla + Cp, 


CPR ES EMS- Er. 


Rz, [z | fitr € (o. FS TRXEGENA&THüv., W 


5 8 _ à 
là $'69 DS Ve 77 P NYYD' 


BEESD: r,«Iz- zin Dn (MUCH: )=6. 


Aka SET 我 们 区 分 丙种 情形 ，， 
(1) DX 


fez] + IF C2) | + + [FR (2) [hn 


F 
* ih GDS. 


COR, fr, <r<p<Tr,, À 


QUU j< K {$n (r, z " : (5) ) + lou T 1} 


, 
mpa r 


Ë l' - 1 
Nir z «lo II m 
Von f) j Hay= 0 ja-z s | 
ia 一 z| mnn 


«Nlog(1024€N + D). 
br, Sr p<Cr.H}, 


T (r,Z,, +)<£ {Nlog(N+D+N+ İ + log* 二 


232 MALE do 


+ + i * 
* log*log ETES NB H 
*tlog*T(p,2z,, 5l + 
再 应 最 引 理 2.3， 引 理 2. 5 及 Jensen 公 式 (1,19) ， 就 得 


5 \ A 
T. zy foslog'|fGz |] +K {Nlog(N + D+N+1 


+logH+ log*log’if(z) 1 À ， 
于 是 v - z e #4 


"(so f= a), "b fue). Ol 


s (logi i Tg "f-a Fa) 


—cK (ee D+N+i+log H 


la + + 
+ EF 3 5, «p^ lg log*1fCz, jl). 
(2) 在 上 看 在 一 点 zx, 使 

Iz] HIF CRD)! + + [FE [€ (he) 


1 
+ LA 
| GO | Sg 


此 时 ， 再 区 分 两 种 情形 ， 


(2,D ”在 D 上 在 在 一 点 z, 使 
| à! (2,5 | 2l. 


在 D 上 作 长 度 所 IMARA. BA, FErz, zi Ci 


ziót pz, zi ZA, dE 
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_ T- —! 


HA (215 | = a |k (2220| = — 


' z)] 1. TX 

Eon] 4 (z Czz2), 
IL o enm 
12 H 4 (EZIZ). (4, 59) 


再 注意 到 zz ze -, WAFER 


he) | hr (Ct) 
A CE) 2 |[ o—. HE) di 


xi 43 


Ælog|hf(Cztil - log] k” iz3)] = fog (3 HY). 


(4, 60) 
另外 ， | 
ACz) hz, di + J p Dd 
E 48g e XzxGzi) 
` (4, 61) 
[d 
E Gn) I mes . 
再 通过 逐次 积分 ， 乔 
CO) I<H+ 1. (4, 62) 


由 4,59) , (4,60 , (4.61) E (41.62) , A 


Atq 
v) Vars -E+ Dn, 


234 HER ER 


1 
i 
> (+ 1)log(3H) = logH — (h + 2) 
m 
6 
> +1) Ed (4, 63) 


+ 6 # 7 
FRET": TI Ve 全 


Ciz-Ëét=r") (y): =0. E 
FRE (4,57) , € 


Ne ¥) + N(n 6, gta) 
<N (r, é. +) + Nr, - DS) + NG*.5,9) 


<N log (4096C N + 1)) t N'log(8192e). 


5; 5, 
(re p) « legH + N"log(81926), 


Ta*, 2, je mfr", č, FS em 69) 2NG"* 0,9) 


«2legH + 2N"log(8192e), 
这 样 ， 应 用 引 理 4. STER iz—Cbl«rt. A 


T (4,6. 月 < { Nlog(N & 12 € N' 1 logH } ， 


Di 


"(do fro) cfa) 
I "(1 v e Fia) 


奇兵 方向 235 


CCC 


«K | Nlog(N 1) - N” + logH +1 


| 
+ log Tí 
(2,2) ÆDEMAIF (z) IL. FH 


1 1 1 1 
ax 
À 
hf (x) 4 1 
6 


HR, diio cop «^ GED) ， 并 通过 积分 ， 可 得 


fci «Ht 1 (ED). (4, 65) 
H (4.64) # 


nir,, *55 h) = n(r,, CE rh). 


ES ift 


RÈT is Los f) Gr, Los f o9 ) Cr... h) + RCTs Los p) 


=n(r,. A gs T für, £2, 9) 


xn(r,, 7 os Tu -—) + 2n(r,, Zos p) 


SN + N”, 


Nri, Zo P RON + 2N ^)log(1024(N" + D). 


236 RARE TE M E 


于 JR. £4 (4, 65) A. JH 


一 — 一 -一 - lI al — ac rr 


TOr, m. DEK {ex + N'MogoN" +2) 14 log H) . 

也 就 有 
"(i f= a) < K {EN + N"5logcN" +25 +1 +losH 
1 

Flog 
TEENEI 

lij 3c UE XE HES, 8, 

RERA 5， 存 在 RABA, arga-0,€0 6, «255, 
[o LAEE, ER DOE Eg EEG TOR) E 9 MSI] B) XE fii ER 
Ma, (zx), d,C2), a(z), GA 


logi x ur Ü,,e,f= a 25 


lim— - o es i m D, 
站 o0 logr 


我 们 要 还 方向 4 就 具有 定理 所 要 求 的 性 质 ， 假 车 不 对 , 即 对 基 e> 
0 ， 基 正 整数 及 级 小 于 p 的 两 个 亚 纯 晒 数 sz，8(z)，D(z) 一 
aO (x) 寺 0， 使 当 ? 充 分 大 时 ， | 


n(r,8 "T alz) ) + n(r, 6,, e, je) = b (2) jn 


COT p, 
E 
g(éz) = f(x) alz), piz) 2 b(z9 -aW (z), 
lilg(z) ZAHA Ang oR Boret. 于是， 根 H8 
EH 4, FEIA B | 
In, |z Zn| enlznl, 12,411]772|znl, 
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CC 


ATEKXN = 6, (n21,2,-5 , 


him en= 0 H enlzn| 1 (R= l, 2, ,. 


"c 


ERER, sCORAREMED IA ICT, EERE 
HARS TERENAS, S4 P3, 其 中 linm - 


lim = 0, 


Tl X co 
取 Fu. |2-2n|<64enl2f, Mn KR, RAR TT fü 
W |argz-—-8, | <Er. E. 


G(ty = Bn * 848 | zn |t) 
© (32&nlzn Dk  ? 


Pt) = plzn + 64den | zn |t). 
ESTS 1 Eai, Hra kK, 


Gd) rect S) 
k) _ p 


35b. REELI, FE ATK TE 


N” = NC1, D) TC, i5 


的 圆 (y),， 其 直径 总 和 LL, (ot co, 


1024 
B T (4098€) N°, (4. 66) 
ipér;sn,0 ie 
T zl 
-L «4096N" (2logN* +3). (4. 67) 
-T » 
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--— 7 = 


X Fg Gden| znit, 
MAHPoissor-Jenser A, # 


log} Pt) | -logleta)] =. 3h log e Late) | 


132a | eit x 
x Re lees] de 


anal 


- € t| GP Le 


qGD g | 31*n|(* — a) 
[eii Fa | | | 
>» -一 
+ Lo | (81281) ~ B« 
P t| sa e (4, 68) 
(BE ez, 
Hi (4,68) 还 本 导出 
qG) 1 2x i8 | 
pce) 2x p log Ip C3 [zn | e ) (Elznlel — 2)? 
> N Li im C: AE E AA 
" pi#)z ð (Z ex (3|Zn|])* -a2 
Ig 二 3| Zw; 
2 2 
+ mE BUR (4, 69) 
eos — G-B(GizD'- Bz) 
[ÉI Zy, 


再 令 
a = Zp + Bden | ZO T, 


Re RECOM AAA, TERPO HQE 或 极点 ， 则 当 
|| y. t€ GR, H (686) — (4.69) 5%, AUAM FH 


iti 


wya 239 


一 -四 一 -oC 


5 | ' 一 一 
log pull < > log ESE IE. E 
' EEE Za | 3lZn| (z-a) 
vo ri &i 
: log | Glen wa 
a a Z] | 8]lzn](2— 0) 
T >i 
+5 LICET p) +m(3 | Zn b) 
1 


< {nC3 lznl, e n(8 tan, ij 
x (2log |z| + log 40960) 


*8 mb, P) + mal za), +) Y . (4,70) 


gb) | 1 的 (cx)! 
- - -一 ， = 2i. un . E 2 
pJi | plz) | G4en | Zn] 
x" [ | 加 1 1 | 
x. imlzal, q) mi 3. Zal, == 
4 H 
1 
jt- T| 


g ape! a 


l 
+ S T 
6 > neut > 
Fal: 
To: I T o1 


o6 o miD An, qd m (3 lan, 3p 
p 


^ 


+ 6 x 4096 (7(312ni, vi tn(3l zal, L)) 


3° og [ "31281. een(2]z|, 1L) ] +2}. 
\ q 


M HP EE 6 PELOD), Bip (4 17) 


logH = 6 i" Gli p) + v(s12s1, )} 


240 3E fü iR fedi HU 


一 -一 一 一 -—-— -CC 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 - 一 天 = 


+ 6 x 4096 (nain, tafa 3 |zn|, — i 


x {2108 nca Ln, 9) * (sla |, $) ) 


+ 2log [zs] + 3 log 4096]. , | (4, 72) 
则 存在 点 to 与 {7， Iia pe AGONI 1 Y R 


点 的 距离 均 大 于 一 -二 一， 使 对 一 切 复 数 4， 有 
1024[ 73,6) +1 ] 


a 
nn 8505 "(S er FETE) 


< K f C212utt n8 nl, e)  n(8| zu, 2)J. 


xlog(2izs* eniS|zn|, g) + 2) +1 


+ log*log',GOG, 0| + iogH 
l 


Ga nr] — 
H (Bden | zu E 


+ log . (4,73) 


小 难看 出 ， 
logH = O(T Ca|zul, p) log[ Izal TOn 9) ]). 
55. MAPoisson-lensen SARAH TEC EU P TE ER, IE 


* 4 / 
log*log Gc): = O(log (Len T Caps d, g) JJ. 
而 
1 1 


leg = - . --- - - Og: ——————————— ee —— — 


Ic», ML | 20. 2800 oo d LLL | 
(6495 [Zn | 5^ iCG4en Zn |) &. (G4en| Zn | 7 


nme 241 


«ilogt84en | Zn] 2^» log SIL 
^ 


HPE = znt Sdenjenlé FE, Bi (4 73) 页 知 ， 当 # 充 分 大 时 ， 
至 多 除去 一 个 球面 半径 为 e” RASE, NT, 


有 
BOPu. g= a) |a] GAAT AA., 


两 Sn，Sx 与 Sn 的 球面 半径 均 趋 十 零 ， 放 当 n 完 分 大 时 ， 就 存 在 复 
数 cn € Sn USLUS,. ESI 

|n ie een Ti, 
Mon <7, BET ost, MAMETA. REEM SU, 

BR EPA S REER, PRRI 00 uou UO + POD 的 情形 ， 其 
PPH- -XESTA dp BU g ESAKA. 

RÉF RES —- 5 PT A EAEE Wh E HE 3.22. 
3.233.240 , JE T AERE HB) AE MI? 对 于 第 一 和 问题， H 
ERAR. 53800. BA ECT OU 38 qe OBRAS dH 
[58 — 4 In ii dE Tb 0 的 限制 ， 

定理 4.9 iE CO ADIP B EO Cos ox co) BEER XL RT, 
则 拜 在 一 条 由 原点 出 发 的 半 直 线 A，argz=8， (0 <6,<27), 
EERE, (EXECIEHENES (nl) 及 任意 两 个 有 深 非 去 修 
$ra, b, HH 


Timi 22207. do ef —aft-b) y 
To-00 logr y 


为 了 证 明定 囊 ， 我 们 先 建立 两 个 引 型 ， | 
引 理 4.7 eO) (Ce 0) 为 开平 面 上 级 不 超过 p 的 SES 


342 wenn il de 


m. -—H— 一 mr 一 rm 一 一 = cr -一 一 = 


Er, y 1) 为 任 一 正 数 ， WI LE DU HR e CO B 0 ER CD, 
[ESOSHESUS SUN. 170.1] 人 有， 都 存在 一 组 半 季 总 和 不 超过 


Ae ym Cn Mrez- z, <a, Hf, 


WM È 
N- n(al|z, |, Q)- n3 |z,], 1). 


根据 定理 4. 1 ， 存 在 HI GO, XOEAERERURIRIUL TUR, gs 


Mex C (y) RR, 


1 2000.N 
zaa Bs | (2logN + 1). 


sl 
jie; md, 0 
E IE SET 


BERRI 4, rE (2 H|z—-2,|] ajla, 


9 m | x3 inóizelo +m(3lzol a) 


18/2317 2000 N 
9[z, "E ETENEE 2|zol niz, { 


FRR, TEXEDUICETEeHIESER (C10 , RE] >R 上 
AAAA 


+ (2log N + 1) 


iqe| t. 
时 


相 理 4.8 FOOI E Ee (0 Sot eo? ZE IF BEI EE, 
" (12 AEEA, bE- FIREA, "qr s 的 


HAN jj 
‘EER. Wüipin-—BOBOSCEÉ nAPRDEXOR 《之 1) , ff Hé) 
六 R 时 ， 存 在 点 *2*"， 对 于 任意 复数 4， 均 有 
"(ol, zp f= a)eK {N log? + log*[z, | * log* [b] 


, 1 1 
+ logh los yeaa 

(4, 74) 

Hale N o nOnpp EQ. €, E -b-pm- 05 +1. 
证 明 À 

1 
fn 
twp zR Beo. BES 7, HART), nA EH 
JEE (0210 ,. 7, DRA, FEHN), AERD 和 不 


ia 了 " 
éuol iK Lee (yi AIX — & al «iz, | [时 


"E 
MAE 


h F 


W (2) = À 


uw 


p | + | «36s. [P+ (4 78) 


DC) — 1 EIZ —z,| &mlz, Lg 2e fE Boutroux-Cartan Kipp 


Hic. Reese TUR parco qe pa eu | <M 


的 零点 与 极点 分 别 作 半径 总 和 均 不 超过 TE B) Boutrux-Car- 


angah ECs Oo, BREL NÉE 


E XA ARS RUE 


"s | aec Tle p daa bn (7)1) = 由 
j-1 


X 


16 ; 
H= zet, 


我 们 区 分 丙种 情形 ， 
(1) TERR |Ix—5 | -hb, ROS 
| (2) | Aix IH, 


FE, B C4, 750. AU, jg£|z—-z.|l 2h, 恒 有 
1 1. 
real Sita C qt 
我 们 再 区 分 两 种 情形 ， 
a.D 在 图 Iz 一 z,|=& 上 存在 一 点 x?， 使 
e ja 


(4, 76) 


一 一 一 — — 一 一 一 一 


Wz) -i D [zo | ] 
FEW’ (2% 0, REBRiz-z {=k EFE r, dd 
W^(z*)s0, V(z*)s0, 1,007 fE 0, oo, 


V (z^) | > 1 
W(z*y—11l^ 2|z|" 


(4, 77) 
Hr, gel «rm, fii 


Gaz -on 人 97 ) = 6. 


因 caz-z*|x c Cia-z,|]«nlz,l» ， 故 


一 一 


一 — 一 一 一 -一 


c BG iB 

nor, z“, W= I)a Z eos Ve 1) 
Hit Ezr Eo MA 
01 <Nl zooor A 
N (r, z ' P- [)*N LIC i 
AASS, 124456 (4.75) , 


(4,76) 及 (4,77) X, À 
4 1 
T(or,z. D= K ÍN log. + log“ 12 | + log 3r] , 


iti(1z 2, 1 n (Inc mel) TH 


«nez lažas F -b= jf"= 1. EN, 


n 各 ETES 


32 " Zo, fea) n inzol? 


E f=a) 


1 . 1° 
^t (7, xr $ Fa 
Og 
i 1 
E LT, Z + £— a) 
log < 


xz K {N lost -log'lz,| 


| | 
pr P jeu, ad 


(4, 78) 


(1, 25 


Al- zx,| -h E. THOR 
W (2) 1 
C2) —1 SEA 

Jr ep HA MES 8 Js SE A 


n(h, z,,WV) — n(h. z, 


245 


一 一 一 一 -一 


246 ws UE HU 


= l PI (ax) | | ' 
ét Joa shë (x) de E 


TE, 
nO, z,, f= OER, W) eu( hz, P paf) 


1 
= n(k, z, 更 一 —) e nO, zs f -b-P-9) 


& 2N. 
下 面 再 估计 六 人 zy +). Hz E (y), ib 


p=n( Lal, zo feo), W 


k < (2000€ p 


——- ——-— | — 一 
[et 
fée» = 0 |æ-2, KR 
而 
I1 u h 
fia n i rai 
g—z, oI e, la», ch 
DE A n, z, f -0) p 
x i n| Za | ylz! | 
Z9 on 
TX 
N (h Fa l5. lo ko 
3 13 f? s [I |z, — a | 
sh, R- Ë. AR 


«nih, z ,f= mlog 1 


^N 


<(21o8-20006. IN (4, 79) 


Fi 


Gad 247 


Er, E (476) X, # 


f 1 2 , «dl 
mi 2, +)<E {1+ loge + log [za] + log rh - 


BS fd 
l1 2 + +i- | 
T(hz,, +) SK { Niog + log 2, | * log r1 }. 
由 此 即 可 得 (4 740 X, 
《2) EBD |z—-2;|- h EXEXE— ARR. HH 
[P G1 >ja 1H, (4, 80) 
此 时 又 区 分 两 种 情形 ， 
(2,1  £Hiz-zil-hb. E8 
1 1 
| re aT 4. 80 
这 时 ， 由 (475) 与 (481) 式 ， 在 jz-zi1= AE, EA 
Li TS 1 1 — qu. 1 
Cl) | E PZN U Cz) 2'z, H H= 21201 
"n 
| / 1 M 
"i (yin) | 1 
| - -— l2 .14 一- 
| 一 - j —]1 | [zai 
V Oz) 


FA, HEARR, dy 
nih, 2,, M — 0) - (b, x, We 1) 
Bp WE C47 ABT, # 


NO, z, P) x (lo! 20009) y. (4, 82) 


BF. B CL8D À, Mlz-2,|= AN, fx 


248 XP dr IL E 


———————— ----— — 


由 此 得 


; (Li. 
fetu LEE i + HP pe 
FR, d|z-z,0—^b. f 
1A LS 
fei e (ud [e m] 
B (475) LA 
fet 2 [b]. 


也 就 有 
mlh, z, f logC 2 +181). 
结合 (4,92) À, 18 
TO 2, D K I Ntog 2 + tog*]b] ] . 
7 : 


由 此 有 即 可 得 (4.74) À. 


(2.2) uM RERE A 使 


1 
2 |21H° 


TH: UA LI TII BL. À 


(A. 83) 


Hire ERANI- z = RE, AE He RÉ RER NA. 


—7 7x 
Ud WFE A ER Z, dH 


dr 5 s sg 24 


(wi y " FE ICA, 


T 1 
二 . A 84 
+ TUE A|z,|H (4, ? 


FEH (493) 及 (4,84) AR 
ere [|E US 
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由 此 就 可 导出 (4.74) À. 至 此 引 理 证 毕 ， 
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至 此 定理 证 毕 。 

在 本 章 结束 时 我 们 要 指出 两 点 0 ， 一 是 关于 畜 异 方向 的 存在 
性 ， 仍 有 不 少 问题 目前 还 未 解决 ， 特 别 是 涉及 导数 与 重 值 的 亚 纯 
函数 的 奇 吏 方向 的 存在 性 问题 至 今 还 未 有 令 人 满意 的 工作 ， 二 是 
读者 从 上 述 备 类 青 异 方向 存在 性 的 扒 导 过 准 中 已 涛 到 ， 我 们 都 是 
证 明 Borei 方 向 为 这 类 奇 给 方向 ， 因 而 自 都 会 问 , 是 奉 存 在 非 Bo- 
rel 方 向 的 其 他 类 再 的 奇异 方向 ? 两 答 是 肯定 的 ， 有 兴 超 的 读 者 
请 参阅 张 庆 什 和 杨 乐 C17, | 
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